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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Эта книга посвящена классическому разделу современной математики, связан¬ 
ному с именами В. Киллинга, Э. Картана, Г. Вейля и выкристаллизовавшемуся 
к середине нашего столетия. Основным достижением теории является полная 
классификация простых алгебр Ли над полями комплексных и вещественных 
чисел, посредством которой достигается также классификация связных простых 
вещественных групп Ли и связных симметрических римановых пространств 
(Э. Картан). 

Предлагаемая вниманию читателя книга отличается значительными методи¬ 
ческими достоинствами. Это одновременно элементарный учебник и специальная 
монография, содержащая изложение ряда вопросов, освещавшихся до сих пор 
только в журнальной литературе. Сюда относятся: когомологии алгебр Ли, 
аффинные группы Вейля, автоморфизмы простых алгебр Ли, классификация 
максимальных подалгебр максимального ранга в компактных простых алгебрах 
Ли, детальная классификация простых вещественных алгебр Ли. Ограничение 
классическими полями комплексных и вещественных чисел позволило сделать 
изложение более прозрачным и завершенным и включить соответствующий 
материал по связи с линейными группами Ли. 

Можно надеяться, что книга окажется полезной широкому кругу читателей, 
интересующихся как основами теории, так и ее специальными разделами и много¬ 
численными приложениями. 


Д. Желобенко 



ПРЕДИСЛОВИЕ 


Цель этой книги — дать изложение той части теории алгебр Ли, которая наиболее 
тесно связана с теорией групп Ли. Изучение алгебр Ли было начато С. Ли именно 
в связи с группами Ли, и с тех пор эти две области продолжают влиять друг на 
друга. Сравнительно недавно на развитие теории алгебр Ли стала оказывать 
влияние теория алгебраических групп; в главе 6 настоящей книги вводятся 
в рассмотрение как группы Ли, так и алгебраические группы, и они играют 
существенную роль в последующих главах. Однако основное внимание в книге 
уделено алгебрам Ли, и при изложении теоретико-групповой части материала 
мы ограничились только самыми важными моментами. 

В главах 1—4 развивается общая теория алгебр Ли, включая классификацию 
комплексных полупростых алгебр Ли, существование точных представлений и 
разложения Леви, Картана и Ивасавы. Наш подход алгебраичен, и от читателя 
требуется лишь хорошее знание линейной алгебры. В главе 5 строится аппарат 
дискретных групп, связанных с системами корней. 

В главе 6 на сцене впервые появляется теория групп, а именно дается до¬ 
статочно полное и независимое введение в теорию групп Ли. Нашей целью в этой 
главе является глобальная реализация результатов глав 1—4, т. е. их интерпре¬ 
тация в виде результатов о группах Ли. В главе 7 описываются неприводимые 
комплексные и вещественные представления полупростых алгебр Ли. Наконец, 
глава 8 содержит полную классификацию вещественных простых алгебр Ли. 

В книгу включены упражнения различной степени трудности. Для эко¬ 
номии места результаты упражнений иногда используются при доказательстве 
теорем. 

Приводимая в конце книги библиография предназначена служить путеводи¬ 
телем по имеющейся литературе, но никоим образом не претендует на полноту. 
При ссылках на литературу в тексте используется только фамилия автора г . 

Мы глубоко признательны целому ряду лиц за большой труд, в результате 
которого эта книга смогла выйти в свет. В особенности нам хочется поблагодарить 
г-жу Фон Лай, отпечатавшую рукопись, г-жу Энну Мэй Брэнтон, подготови¬ 
вшую рукопись к набору, и д-ров Хэн-Луна Лая и Ричарда Брэнтона, прочи¬ 
тавших корректуру и сделавших много полезных замечаний. 

Морикуни Гото 
Фрэнк Д. Г росс хане 


1 В квадратных скобках. Соответственно в библиографии отмечены 
те работы, на которые имеются ссылки в тексте.— Прим, ред . 



Глава 1 


ОБЩАЯ ТЕОРИЯ АЛГЕБР ЛИ 


1.1. Основные понятия и определения 


Пусть Я — поле. Под векторным пространством над Р мы будем, 
если не оговорено противное, подразумевать векторное простран¬ 
ство конечной размерности. Если А — векторное пространство 
над Я, то всякое билинейное отображение /: А X А —> А называ¬ 
ется умножением в Л, а Л — алгеброй относительно /. Как обычно, 
для X и У из Л вместо f (X, У) мы будем писать просто XY . 

Пусть Л — некоторая фиксированная алгебра и Е ІУ ..., Е п — 
какой-нибудь ее базис. Элементы с і]к £ Я, определяемые равен¬ 
ствами * 

EtEj = I' c ijk E k , 

k=\ 

называются структурными константами алгебры Л относительно 
базиса Е ъ ..., Умножение в Л полностью задается этими 
константами. 

Алгебра Л называется ассоциативной , если X (EZ) = (ХУ) Z 
для всех X, Г и Z из Л. Алгебра Л называется алгеброй Ли , если 
выполняются следующие два условия: 

XX = 0 (антикоммутативность ), 

X (KZ) + У (ZX) + Z (ХУ) = 0 (тождество Якоби). 
Из условия антикоммутативности следует, что 

О = (X + У) (X + У) = XX + ХУ + УХ + УУ 

= ХУ + УХ 

и, значит, ХУ = —УХ. Обратно, если ХУ = —УХ для всех 
X, У из Л, то XX = 0, при условии что char Я (характеристика 
поля Я) 2. 

Пусть снова Л — произвольная алгебра. Векторное подпро¬ 
странство В в А называется подалгеброй в Л, если В является 
алгеброй относительно определенного в Л умножения, т. е. если 
ХУ ^ В для всех X, У £ В. 

Для любых двух подмножеств В и С алгебры Л положим 

ВС == і aiXiXp. k — произвольное натуральное число,! 

Н x t е в, у,- е с, а, е я]“ 
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Гл. 1. Общая теория алгебр Ли 


Подалгебра В называется идеалом алгебры А , если А В с= В 
и В А а В. В случае когда А — алгебра Ли, достаточно выполне¬ 
ния одного из этих условий (ввиду антикоммутативности). 

Пусть даны алгебра А и ее идеал В. Факторпространство 
АІВ (в смысле векторных пространств) является алгеброй отно¬ 
сительно (корректно определенного, как нетрудно проверить) 
умножения 

(X + В) (Y + В) = XY + В для X, Y £ А. 

Эта алгебра называется факторалгеброй Л по В и обозначается 
также через АІВ. 

Пусть А и А' — алгебры над Р. Линейное отображение g : 
А —* Л' называется гомоморфизмом , если g ( XY ) = g (X) g (Y) 
для всех X, Y £ А. Множество {X £ A: g (X) = 0} называется 
ядром гомоморфизма g и обозначается через ker g\ очевидно, что 
это — идеал в А. Всякий взаимно-однозначный гомоморфизм А 
на А' называется изоморфизмом. Если существует изоморфизм А 
на Л', то говорят, что Л и Л' изоморфны, и пишут Л s Л'. 

Стандартные теоремы о гомоморфизмах справедливы и для 
алгебр. Прежде всего, если g — гомоморфизм А на Л', то 
Л/кег^^Л'. Далее, если В — идеал, а С — произвольная 
подалгебра в Л, то В + С = {X + Y: X £ В, под¬ 

алгебра в Л, В — идеал в В + С, В П С — идеал в С и (В + 
+ С)/В s С/В п С. 

Изоморфизм алгебры на себя называется ее автоморфизмом . 
Множество всех автоморфизмов алгебры Л образует группу, 
которая обозначается Aut (Л) и называется группой автоморфизмов 
алгебры Л. 

Приведем примеры алгебр Ли. Ниже мы обозначаем через Р 
алгебраическое замыкание поля Р. Отметим, что если char Р — 0, 
то его простое подполе можно отождествить с полем рациональных 
чисел Q. 

1. Пусть Л—произвольная ассоциативная алгебра. Вводя 
новое (скобочное) умножение на Л по формуле [X, Y] = XY — 
— YX , мы превращаем векторное пространство Л в алгебру Ли. 
Исходя из этого примера, мы в дальнейшем будем обозначать 
умножение в алгебрах Ли через [X, Y]. В этой записи условие 
антикоммутативности и тождество Якоби принимают соответ¬ 
ственно вид 

[X, X] = 0 и [X, [Г, Z]] + [Г, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0. 

2. Пусть V — векторное пространство над Р и е І9 ..., е п — его 
базис. Обозначим через gl(V) ассоциативную алгебру всех 
эндоморфизмов (линейных отображений в себя) пространства V. 
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Для всякого s из gl (У) положим 

п 

se/= Г s ki e k (s kj £ ^), /= 1, 2,..., /г, 

k=l * 

т. e. 

f s lx .. .s ln 

(se 1 ,...,se n ) = (e 1 ,...,e n )l .... 

\^/г1 • • • S /гм 

Пусть gl (я, Я) обозначает ассоциативную алгебру всех матриц 
размера я X я над Р. Тогда отображение 

/sn...s ln \ 

gl (V) Э s 5 = I . . . . I (Е gl (ПуР) 

\$п1 ■ • -$пп у 

является изоморфизмом алгебр. Таким образом, выбирая базис 
в У, мы можем отождествлять алгебры gl (я, Р) и ді (У). 

Согласно примеру 1, алгебры ді (У) (и gl (я, Р)) суть алгебры 
Ли относительно скобочного умножения. Мы будем иногда исполь¬ 
зовать символ End (У) для обозначения ассоциативной алгебры 

gi (V). 

3. Важную роль в теории алгебр Ли играет следующий идеал 
алгебры gl (я, Р): 

&(n t P)=[S С gl (n,P): tr *S = 0|, 

где tr (s ;y ) = s n + s 22 + ... + s nn . Алгебра Ли $1 (я, Р) называ¬ 
ется специальной линейной алгеброй Ли 1 . 

4. Ортогональная алгебра Ли: 

ѵ (я,Р) = [S С gl (ПуР): S + *S = 0}, 

где *S обозначает матрицу, транспонированную к 5. 

5. Пусть І т — единичная mXm -матрица и 



Алгебра 

Ц (т,Р) - {S С gl (2m, Р): *SJ + JS = 0 } 

называется симплектической алгеброй Ли . 

6. Пусть А и В —две алгебры Ли. Векторное пространство 
А ® В = {(Ху У); X С Ay Y С В) является алгеброй Ли отно¬ 
сительно умножения 

[(Хг, YJ, (Х 2 , Г 2 )1 = ([X lt Х 2 ], lY lt У,]). 

Эту алгебру Ли А ® В называют прямой суммой алгебр Ли А и В. 

1 Алгебру Ли gl ( V ) (или gl (л, Р)) называют обычно полной линейной 
алгеброй Ли. — Прим, ред. 





К) Гл. 1. Общая теория алгебр Ли 


Простой алгеброй называется алгебра А, имеющая лишь два 
идеала, {0} и Л, и удовлетворяющая условию Л 2 = Л Л ф 0. 
Позднее мы покажем, что если char Р = 0, то все алгебры Ли 
Й (я, Р) (п > 2), о (я, Р) (п = 3 или п > 5) и йР (m, Р) (яг > 1) 
просты. Алгебры из этих бесконечных классов простых алгебр Ли 
называются классическими алгебрами Ли. 

Упражнение 1. Пусть А — алгебра, обладающая таким базисом {Е 1 , ..., Е п }, 

для которого EiEj = J c^kEk. Показать, что А является алгеброй Ли в том 
и только том случае, когда справедливы следующие равенства: 

bijk + сцк = 0, 
п 

5/ ( c ist c jks -\--Cjst C kiS Ф Ckstbijs) — 0 

S=1 

для всех і, /, k= 1, ..., п. 

Упражнение 2. Найти размерности алгебры gi (п, Р) и классических алгебр Ли. 

Упражнение 3. Дифференцированием алгебры А называется всякое линейное 
отображение б: А -> А, такое что б (ab) = (ба) b + а (66) для всех а, b £ Л. 
Доказать, что множество всех дифференцирований алгебры Л является (лиевой) 
подалгеброй в д! (Л). 

1.2. Представления алгебр Ли 

Пусть V — векторное пространство над полем Р и L — алгебра 
Ли над некоторым подполем Р поля Р. Всякий гомоморфизм f 
из L в алгебру gl(K), рассматриваемую как алгебра Ли над Р, 
называется представлением алгебры Ли L. 

Таким образом, представление алгебры Ли L — это отображе¬ 
ние /: L —* gl (V), удовлетворяющее следующим условиям: 

/ (аХ + bY) - af (X) + bf (Г), 

/([X, П) =[/(*), /(Г)] =f(X)f(Y)-f(Y)f(X) 

для всех X, К ^ L и a, fc ^ Я. Мы будем иногда обозначать такое 
представление через (1/, /) или просто через /ив случаях, когда это 
не может привести к недоразумению, писать Хѵ вместо / (X) ѵ 
(здесь X £ L, и £ У). 

Среди представлений данной алгебры Ли L есть одно особенно 
важное. Это — естественное действие алгебры L на самой себе, 
позволяющее переформулировать результаты теории представле¬ 
ний в виде утверждений о структуре алгебры L. Точнее, пусть 
L — алгебра Ли над полем Р. Для каждого элемента X С L 
определим эндоморфизм ad X С 9^ (Q формулой ad X ( Y ) = 
= [х, Л, У с L. Так как 

ИХ, П, Z ] - IX, IY, Z J] — [К, [X, Z ] ] 
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для всех Х у У, Z £ L, то 

ad (IXу Y)) = ad X-ad Y — ad F-ad X 9 

так что ad — представление алгебры L. Оно называется присоеди¬ 
ненным представлением алгебры Ли L. Рассмотрим идеал z (L) в L, 
задаваемый формулой 

z(L) = ker(ad) = (X£L: [X } Y] = 0 для всех F£L}. 

Он называется центром алгебры Ли. Присоединенное представле¬ 
ние является взаимно-однозначным тогда и только тогда, когда 
г (L) = 0. 

(1.2.1) Пусть ( Ѵу /)—представление алгебры Ли L и X £ L. 
Пусть L = L (0) 0 L (а) 0 ... —разложение пространства L на 
обобщенные собственные подпространства эндоморфизма ad X, 
a V = V (А,) 0 V (р) 0 ... — разложение V на обобщенные соб¬ 
ственные подпространства эндоморфизма f (X). Тогда 

f (L (а)) V (к) с V (а + к). 

Замечание. Условимся считать {0} собственным подпространством, 
отвечающим тем числам, которые не являются собственными 
значениями. Например, в (1.2.1) мы имеем V (а + к) — 0, если 
а + к не является собственным значением для / (X). 

Доказательство. Для любых Y £ L, ѵ £ V 

(f (X) - (а + Ч) f (У) ѵ = / ((ad X — a) Y) v 

+ f (У) (f (X) - l) v. 

Отсюда, используя индукцию по k y можно вывести, что 

k 

(f(X - (а + т(У) V = £ (£) /((adX - af~<Y) 

■ (f(X)-'Kr-v. 

Если Y £ L (а) и у £ V (Я), то для некоторого номера / > 0 
(adX — а)'Т = 0 и (f(X) — У)/і> == 0. 

Следовательно, 

(ЦХ)-(а+ *))*//(К) о = 0. □ 

(1.2.2) Пусть L — алгебра Ли 9 X £ L и L = L (0) 0 L (а) 
0 ... — разложение L на обобщенные собственные подпространства 
эндоморфизма ad X. Тогда 

1) [L (а), L (Р)] с= L (а + р); 

2) L (0) есть подалгебра в L, содержащая X. 
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Доказательство. Взяв в (1.2.1) в качестве представления (К, f) 
представление ( L , ad), получим утверждение 1). Для доказатель* 
ства утверждения 2) заметим, что X £ L (0), так как [X, XI 
= 0. □ 

Пусть теперь У — векторное пространство над Р и 2 — 
некоторое подмножество в gt (V), Если единственными подпро¬ 
странствами в У, инвариантными относительно всех элементов 2, 
являются 0 и У, то 2 называется неприводимым. В противном 
случае 2 называется приводимым. Если для каждого 2-инва- 
риантного подпространства W в У существует такое 2-инвариант¬ 
ное подпространство W' в У, что У = W (J) 1У', то 2 называется 
вполне приводимым. Представление (У, f ) алгебры Ли L называется 
неприводимым , приводимым или вполне приводимым , если соответ¬ 
ствующим свойством обладает f ( L ). 

Два представления (У ь Д) и (У 2 , / 2 ) алгебры Ли L называются 
эквивалентными , если существует такой изоморфизм ср векторного 
пространства Ѵ г на У 2 , что 

ф/і (X) ѵ = /ѵ (X) фУ, т. е. ф/і (X) ф- 1 = / 2 (X) 

для всех X £ L и ѵ £ У х . Очевидно, что это действительно отно¬ 
шение эквивалентности. 

Пусть теперь (У, /) — некоторое представление алгебры Ли L, 
и пусть № — собственное / (/.)-инвариантное подпространство 
в У, имеющее максимальную возможную размерность. Представле¬ 
ние (У, /) порождает неприводимое представление алгебры L 
в пространстве Ѵ /W. В самом деле, для X £ L и ѵ £ У положим 

W (X) (* + TF) = / (X) і; + 1У. 

Таким путем можно явно построить композиционный ряд для У, 
т. е. последовательность 0 = У 0 ^ ... ^ V* = У, состоящую из 
/ (/,)-инвариантных подпространств в У, такую что / (L) действует 
неприводимо в каждом из факторпространств Ѵі/Ѵи ѵ Можно 
доказать (см. упр. 1 ниже), что существует представление /' 
алгебры L в прямой сумме 

ѵѵ^е...0іѵп-і=у\ 

относительно которого инвариантны все подпространства У г */У/_ г 
и сужения которого на эти подпространства совпадают с только 
что построенными представлениями. Согласно теореме Жордана— 
Гёльдера, это представление (У', /') определяется алгеброй L 
и представлением (У, /) однозначно с точностью до эквивалент¬ 
ности. Оно называется вполне приводимым представлением , ассо 
циированным с (У, /). 

Выберем базис \е гі ..., е п } в У таким образом, чтобы для 
каждого / = 1 , 2, ..., k векторы е ІУ ..., е /; - образовывали базис 
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пространства V j (І х </*<...< 4)- Тогда для X £ L эндомор¬ 
физму f (X) отвечает в этом базисе матрица 


/і ^2 — ^1 ^Л-1 



причем диагональная часть 

/Л(*) о\ 

F' {X) = [ Г 2 (Х) . \ 

\0 '* F k (X)J 

этой матрицы соответствует /\ Следовательно, мы можем отождест¬ 
вить У' с У, т. е. рассматривать /' как представление в простран¬ 
стве У. 

(1.2.3) (Лемма Шура) Пусть У — векторное пространство над 
Р — Р и 2 — неприводимое подмножество в gl (У). Если эндо¬ 
морфизм г С gl (У) удовлетворяет условию zs = sz (Зля всех 
s С 2, то существует такой элемент а С Я, что г = аі. 
Доказательство. Пусть а — какое-нибудь собственное значение 
преобразования г. Так как det (z — а/) — 0, то подпространство 
U = (z — а\) V =h У. С другой стороны, если s С 2, то 

sU = s (z — а) V = (z — a) sV a (z — а) V = U. 

В силу неприводимости 2, {У = 0, т. е. z = al. Q 

Упражнение 1. Пусть L — алгебра Ли, и Ѵ 2 — векторные пространства 

над Р и (Ѵ ъ /і), (У 2 , / 2 ) — представления L. Для (ѵ ъ ѵ 2 ) £ Ух(£) Ѵ 2 и X £ L 

положим / (X) (»!, ц 2 ) = (/1 W »і, / 2 № у 2 )« Показать, что (Уіф У 2 , /) — 
представление алгебры L. Оно называется суммой представлений (У х , / х ) и 

(У*, / 2 ). 

Упражнение 2. Пусть (Ѵ ъ / х ), (У 2 , / 2 ) представления алгебры Ли L и 
Нот (Ѵ 2 , Ѵі) — векторное пространство всех линейных отображений из У 2 
в Ѵ г . Определим отображение /: L -> gl (Horn (У 2 , Ух)) формулой 

/ (X) и - /х (X) и - и/ а (X) 

для всех X f L и м f Нош (У 2 , Ѵ г ). Показать, что / — представление алге¬ 
бры L. 

Упражнение 3. Пусть (Р«, ^ — представление алгебры Ли L. Показать, что 
/* (X) = — tf (X) — также представление алгебры L. 

Упражнение 4. Пусть L — алгебра Ли и X £ L. Показать, что ad X — диффе¬ 
ренцирование алгебры L. [Указание: воспользуйтесь тождеством Якоби.] 
Упражнение 5. Пусть (У, /) — представление алгебры Ли и / — идеал в L. 
Показать, что / (/) V есть L -инвариантное подпространство в У. [Указание: 

І (Х) f (Y) - [/ (X), f (Y)] + f (Y) f (X).] 
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Упражнение 6. Пусть (У 1} f x ) и (V 2t / 2 ) — представления алгебры Ли L. Для 
X £ L определим f (X) £ gt (Ѵ г <g> V 2 ) соотношением 

f (X) (v 1 ® v 2 ) = Д (X) v x 0 u 2 + 0 f 2 ( X ) y 2 

(tij £ F x , n 2 £ l 7 2 ). Показать, что (Vi ® К 2 , /) есть представление алгебры L. 
Оно называется произведением представлений (Ѵ ІУ / х ) и ( Ѵ 2 , / 2 ). 

Упражнение 7. Пусть (Ух, / х ) и (У 2 , / 2 ) — представления алгебры Ли L и 
X £ L. Предположим, что У х = е а Ух(а) и Ѵ 2 == ^^У 2 ф) — разложения 
пространств У х и У 2 на обобщенные собственные подпространства эндоморфиз¬ 
мов / х (X) и / 2 (X) соответственно. Пусть (Ух££) Ѵ 2 , f) —произведение предста¬ 
влений (Ух, /х) и (Ѵ 2 , / 2 ) (упр* 6). Показать, что 

0 М«)®К 2 (РЛ 

V \а+Э=ѵ / 

есть разложение пространства Ух ® У 2 на обобщенные собственные подпро¬ 
странства эндоморфизма / (X). [ Указание: покажите, что 

k 

(/ (X) - (а + Р))* (о, ф у 2 = 2 ( ] ) </і (X) - а) ѵ г ® (/. (X) 

/'—О 

— Р)Ч'1 

Упражнение 8. Пусть ^ — неприводимое подмножество в gl(m, R) иг — 
симметричная матрица из gl (m, R). Если zs — sz для всех s £ J]» то г = а\ 
при некотором a £ R. [Указание. Это следует из вещественности собственных 
значений матрицы г. Фактически достаточно одного вещественного собственного 
значения.] 

1.3. Нильпотентные алгебры Ли 

(1.3.1) Пусть L — алгебра Ли и А, В — идеалы в L. Тогда [Л, 
В] — также идеал в L . 

Доказательство. Всякий элемент из [Л, В] можно записать в виде 
где ^ $ Л, 6 Если Z — произвольный 
элемент из L, то, в силу тождества Якоби, 

(1) [Z, (S [ВДШ = s рдл, К,1 + S [*„ [Z.K,]]. 

Так как А и В — идеалы, то [Z, X t ] £ А и [Z, У; ] £ В. Следова¬ 
тельно, правая часть равенства (1) представляет собой элемент 
из [А, В]. О 

Используя (1.3.1), определим по индукции последовательность 
L k идеалов в L: 

L 1 = L, U — [L, L], .... L k = [L k -\ Ы 

Эта последовательность L 1 го L 2 гэ L 3 ... называется убывающей 
центральной последовательностью алгебры Ли L. Если L* = О 
при некотором k, то алгебру L называют нильпотентной. В том 
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частном случае, когда L 2 = 0, алгебра L называется абелевой. 
Очевидно, что L абелева тогда и только тогда, когда z (L) = L. 
Далее, если L k — 0, то L k ~ l а z (L), так что всякая ненулевая 
нильпотентная алгебра имеет ненулевой центр. 

Абелевы алгебры Ли легко строить и неинтересно изучать. 
Фактически, если У — векторное пространство над Я, то можно 
превратить У в абелеву алгебру Ли, положив [ѵ, w] = О для всех 
ѵ, w £ У. Нильпотентные алгебры Ли представляют собой сле¬ 
дующую по трудности ступеньку после абелевых алгебр Ли. 
В этом параграфе мы изучим их строение, для чего нам будет 
необходима одна теорема теории представлений (1.3.4). Вначале 
установим два вспомогательных результата. 

(1.3.2) Пусть У — векторное пространство и L — подалгебра 
в gl (У). Пусть элемент s £ L нильпотентен , т. е. s k =0. 
Тогда элемент ads £ gl (L) также нильпотентен. 

Доказательство. Прежде чем начинать доказательство, напом¬ 
ним, что gl (У) — алгебра Ли относительно скобочного умноже¬ 
ния: [s, t]=st — ts. Пусть теперь t £ L. Тогда 

(ad s) t = st — ts , (ad s) 2 / = s 2 / — 2 sts + ts 2 

и вообще 

/ 

(ad s)it = ^ ( — 1 )/ —* ( ) sHsi -'. 

t= о 

В частности, если s k = 0, то (ad s) 2k = 0. Q 

(1.3.3) Предположим , что L — алгебра Ли , / — адшл в L и 
(У, f) — представление алгебры L. Тогда подпространство W 
= {о £ У; /о = 0) инвариантно относительно L. 

Доказательство. Пусть X £ L, У £ /, о £ 1У. Так как 

/(К)/(Х) =/([У, *1)+ /(*)/(К), то f(Y)f(X)v = f([Y, 
X)) ѵ + f (X) f (Y) ѵ = 0 н f (X) ѵ £ W. Q 

(1.3.4) Пусть L — (лиева) подалгебра в gl (У), состоящая из 
нильпотентных элементов. Тогда существует элемент ѵ £ У, 
такой что ѵ Ф 0 и Lo = 0, 

Доказательство. Применим индукцию по dim L. Если dim L = 1, 
то L = Ps , где s нильпотентен. Существует целое число k > 1, 
для которого s* ^ 0, но = 0. Тогда для любого ѵ С s k V 
имеем sv = 0. 

Предположим теперь, что dim L > 1, и пусть Я — собствен¬ 
ная подалгебра в L, имеющая максимальную возможную размер¬ 
ность. Докажем сперва, что dim Я = dim L — 1 и Я есть идеал 
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в L. В самом деле, так как (ad Я) Я а Я, то в Ы Я определено 
представление (ЫН, f ) алгебры Н: 

f (s) (t + И) = (ad S )t+H= [s, t] + H 

для s C Я, t C L. Ввиду (1.3.2) все эндоморфизмы / (s) нильпо- 
тентны. Далее, dim / (Я) < dim Я, и, значит, по предположению 
индукции существует такой элемент s 0 £L, s 0 *£H, что / (Я) (s 0 -f 
+ Я) = Я, т. е. [Я, s 0 l с= Я. Следовательно, Ps 0 0 Я —под¬ 
алгебра в L, строго содержащая Я. Ввиду предположения о макси¬ 
мальности подалгебры Я, L = Ps o 0 Я. Отсюда следует, что Я — 
идеал в L. 

Пусть 1У = {и С У; Яу = 0}. В силу (1.3.3), W является 
L -инвариантным подпространством в У и, по предположению 
индукции, не равно 0. Если ѵ — ненулевой элемент из W, для 
которого s 0 u Ф 0, то Lv = 0. Q 

Пусть L — подалгебра (Ли) в gl (У), каждый элемент которой 
нильпотентен, и пусть 0 с У 0 J ••• $Г У* = У — композицион¬ 
ный ряд для У. Из (1.3.4) немедленно следует, что dim (V i JV i _ l ) 

= \ и LVi a y,_j. Перефразируя этот факт в терминах подходя¬ 
щего базиса в У, получаем следующий результат: 

(1.3.5) Пустъ L — подалгебра (Ли) в gl (У), каждый элемент 

которой нильпотентен . Существует такой базис е х , ..., е п про¬ 
странства У, что LV l с= У /_ J , где У, = 0 ... 0 Pe t при 

і = 1. п и У 0 - о. D 

В таком базисе ..., все эндоморфизмы из L представля¬ 
ются дХ/г-матрицами, имеющими нули на главной диагонали и 
ниже. Обозначим множество всех таких матриц через и (п, Р ). 
Подалгебра L в gl (У) состоит из нильпотентных элементов тогда 
и только тогда, когда существует невырожденная матрица s, 
для которой sis' 1 а и (п, Р) (упр. 3). 

(1.3.6) Пусть У —векторное пространство размерности п, a L — 
подалгебра в gl (У), состоящая из нильпотентных элементов. 
Тогда t x ... t n = 0 для любых t x , ..., t n £ L. 

Доказательство. Сохраняя обозначения из (1.3.5), можно записать 
(t x t 2 . . • t n ) V = t i ... t n _j (# Я У) c ... = ... — 0. □ 

(1.3.7) (Теорема Энгеля) Пусть L — алгебра Ли. Если эндо¬ 
морфизм ad X нильпотентен для каждого X £ L, то L — ниль¬ 
потентная алгебра Ли. 

Доказательство. Пусть dim L = п. Применяя (1.3.6) к алгебре 
ad L = {ad X\ X £ L\ a gl (L), получаем ad X x ... ad Х ц = 0 
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для любых Х ІУ ..., Х п £ L. Следовательно, для любого Y £ L 
имеем [Х и [X,, .... ІХ а , Y] ...]] = О и L n + l = 0. О 

(1.3.8) Если подалгебра L в gl (К) состоит из нильпотгнтных 
элементов , то L — нильпотентная алгебра Ли. 

Доказательство. Это вытекает из (1.3.2) и (1.3.7). Q 

В каждой алгебре Ли L существует единственный максималь¬ 
ный нильпотентный идеал А; оказывается, что он равен сумме 
всех нильпотентных идеалов в L. Чтобы убедиться в этом, рас¬ 
смотрим прежде всего произвольное представление (1/, /) алгебры 
L и ассоциированное с ним вполне приводимое представление 
(V' , /'). Алгебра f ( L ) состоит из нильпотентных элементов тогда и 
только тогда, когда /' = 0. Действительно, если все элементы 
/ (X) С f (L) нильпотентны, то можно применить (1.3.5) и заклю¬ 
чить, что /' = 0. С другой стороны, пусть 0 = Ѵ 0 J ... 5~* Ѵ п = 
= V — композиционный ряд для V. Если /' = 0, то f (X) V t с= 
с= Ѵі_ х и f (Х) п = 0. 

(1.3.9) Пусть L — подалгебра в gl (К), Н — подалгебра в L 
и К такой идеал в L, что L ==#+/(. Если Н и К состоят из 
нильпотентных эндоморфизмов , то каждый элемент из L нильпо- 
тентен. 

Доказательство. Пусть W = V JV — какое-нибудь из фактор- 
пространств, порожденных композиционным рядом пространства 
V. Положим W' \ w £ W ; Kw = 0}. Тогда W' Ф 0, в силу 
(1.3.4), и LW' d W\ в силу (1.3.3). Снова применяя (1.3.4), 
найдем элемент w С W' , для которого Hw = 0и^^0. Следова¬ 
тельно, Lw =0 и, поскольку L действует в W неприводимо, 
W = Pw. Поэтому каждый элемент из L есть нильпотентное линей¬ 
ное преобразование. Q 

(1.3.10) Пусть L — алгебра Ли Я, К — ее нильпотентные идеалы. 
Тогда Н + К — нильпотентный идеал в L. 

Доказательство. Если X £ Я или X £ /С, то ad X — нильпотент¬ 
ное линейное преобразование в L. Согласно (1.3.9), преобразование 
ad X нильпотентно для любого X £ Я + Я. Из теоремы Энгеля 
вытекает, что Я + Я — нильпотентная алгебра Ли. О 

Сумма Я всех нильпотентных идеалов алгебры Ли L является, 
согласно (1.3.10), нильпотентным идеалом и, следовательно, 
наибольшим нильпотентным идеалом в L. Будем называть N 
ниль-радикалом алгебры L. 

(1.3.11) Пусть V — векторное пространство над Р = Я, L 
- нильпотентная алгебра Ли и (К, /) — представление L. Тогда 
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существуют набор ^ ..., k k функций на L со значениями в Р и 
набор Ѵ ъ ..., V k подпространств в V , удовлетворяющие условиям : 

1 ) У іф ...0 

2) для любых X £ L и і = 1, 2, k подпространство V,- 

содержится в обобщенном собственном подпространстве преобра¬ 
зования f (X), отвечающем собственному значению так что 
V; = {у £ У: (Зля каждого X £ L найдется целое число е > О, 
такое что (f (X) — (X))* у = О}. 

Доказательство. Пусть X £ L и U — обобщенное собственное 
подпространство эндоморфизма / (X), отвечающее собственному 
значению X. Так как алгебра L нильпотентна, то, в обозначениях 
из (1.2.1), L = L (0) и, следовательно, LU cz. U. 

Будем доказывать (1.3.11) индукцией по dim V. Случай dim Ѵ= 
= 1 тривиален. Далее, если каждый эндоморфизм f (X), X £ L, 
имеет только одно собственное значение, то доказывать нечего. 
Если же для некоторого Х 0 £ L эндоморфизм f (Х 0 ) имеет (по 
меньшей мере) два различных собственных значения, то, по¬ 
скольку его обобщенные собственные подпространства инвариант¬ 
ны относительно L, мы можем применить предположение индук¬ 
ции. □ 

В каких случаях функции ..., K k из (1.3.11) линейны? 
Если алгебра L абелева, то преобразования из f ( L ) | Ѵ £ - имеют 
общий собственный вектор и, значит, функции Х і линейны (см. 
упр. 6). В общем случае, если char Р = 0, то функции Х і линейны 
при условии, что L лишь нильпотентна. Это будет доказано 
в (1.4.9), причем идея доказательства снова состоит в нахождении 
общего собственного вектора. 


Упражнение 1. Показать, что подалгебра и гомоморфный образ нильпотентной 
алгебры Ли нильпотентны. [ Указание : / (L) k = / Д*). 1 

Упражнение 2. Пусть L — алгебра Ли и Я— ее подалгебра. Нормализатором 
п (Н) подалгебры Н называется множество {X £ L: [X, Н] CZ Н) . Показать, 
что п (Я) — подалгебра в L и Я — идеал в п (Я). Если L нильпотентна и Н =f= L, 

тоЯ^п (Н). 

Упражнение 3. Пусть и (п, Р) — {(«//) £ дХ (я, Р): а Ц — 0 П Р И 2 ^ /}• По¬ 
казать, что и (п , Р) — нильпотентная подалгебра в gl (п , Р). Показать, далее, 
что подалгебра L в gt ( п , Р) состоит из нильпотентных элементов тогда и только 
тогда, когда существует невырожденная матрица s£ g X (n, Р), такая что 
sLs -1 cz u (п, Р). 

Упражнение 4. Показать, что трехмерная алгебра Ли L 0 , определяемая соот¬ 
ношениями L 0 = РХ ± + РХ 2 + РХ 3 , [Х ѵ Х 3 ] = [Х 2 , Х 3 ] = 0 и [Х ѵ Х 2 ] 
== Х 3 , нильпотентна, но не абелева. Показать, что всякая нильпотентная неабе¬ 
лева алгебра Ли над Р содержит подалгебру, изоморфную L 0 . 
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Упражнение 5. Пусть L — алгебра Ли. Определим z k (L), k = 1, 2, индук¬ 
тивно следующим образом: 

z'(L)=z(L), г* (L) = {*€ L-.[X,L]CZz k - l (L)}- 

Показать, что все г 4 (L) — идеалы в L и что L* = О тогда и только тогда, когда 
z k ~ 1 (L) = L. Последовательность 
О С z 1 (L) С г 2 (L) С . . . 

называется возрастающей центральной последовательностью алгебры L. 

Упражнение 6. Пусть V — векторное пространство над Р и s, t — такие эле¬ 
менты из gl (К), что st = ts. Показать, что для X £ Р и W = {ѵ £ V: sv = Xv} 
выполняется соотношение tW С W. Используя это, доказать, что функции Х £ 
из (1.3.11) линейны, когда L абелева. 

1.4. Разрешимые алгебры Ли 

Пусть L — алгебра Ли. Определим L {k) , k=\, 2, ..., по 

индукции, полагая L (1) = [L, L], L (k + l) = [L ( *>, L ( *>1. В силу 

(1.3.1) , L {k) — идеал в L; он называется k -й производной алгеброй 
алгебры 4. Первую производную алгебру L (1) называют также 
коммутаторной алгеброй алгебры L. Последовательность идеалов 

ldl (1) dl (2) 3 ... 

называется производной последовательностью . Алгебру Ли L 
называют разрешимой , если L (A!) = 0 при некотором k. 

Можно доказать по индукции, что для любой алгебры Ли L 
выполняется включение L {k) a H k + l K Действительно, L (1) = L (2) 
по определению, и если с= L k (предположение индукции), то 

L<*> — cz [L<*>,L] = L (k + l) . 

Следовательно, всякая нильпотентная алгебра Ли разрешима. 
Однако разрешимая алгебра Ли может и не быть нильпотентной 
(упр. 3). 

Данный параграф начинается с ряда элементарных результа¬ 
тов, цель которых—определить радикал алгебры Ли как наиболь¬ 
ший разрешимый идеал. Затем мы несколько продвинемся в теории 
представлений разрешимых алгебр Ли, доказав утверждение, 
схожее с (1.3.4). 

(1.4.1) Пусть L — алгебра Ли и А — ее идеал . Алгебра L разре¬ 
шима тогда и только тогда , когда А и ЫА разрешимы . 

Доказательство. Так как подалгебры и гомоморфные образы 
разрешимых алгебр Ли разрешимы (упр. 1), то Л и L /А разрешимы, 
если разрешима L. Обратно, допустим, что А </> = 0 и (LlA) {k) = 0. 
Тогда L<*> а А и !<*+/> - (!<*>)</> с А</> = 0. Q 

(1.4.2) Пусть L —алгебра Ли , А и В —ее разрешимые идеалы. 
Тогда идеал А + В также разрешим. 
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Доказательство. Поскольку (А + В)/В зё А/(А П £)» алгебры В 
и (А + В)/В обе разрешимы. Следовательно, и алгебра А + В 
разрешима, в силу (1.4.1), Q 

Из (1.4.2) следует, что алгебра Ли L содержит наибольший 
разрешимый идеал, равный сумме всех разрешимых идеалов в L . 
Этот идеал называется радикалом алгебры Ли L. Если радикал 
алгебры L равен 0, то говорят, что она полупроста , 

(1.4.3) Пусть R —радикал алгебры Ли L. Тогда факторалгебра 
L/R полупроста. 

Доказательство. Предположим, что RJR — радикал алгебры L/R. 
Тогда идеал R x разрешим, в силу (1.4.1). Поскольку R x — идеал, 
то R 1 с= R. □ 

(1.4.4) Алгебра Ли L полупроста тогда и только тогда , когда она 
не содержит ненулевых абелевых идеалов. 

Доказательство. Допустим, что алгебра Ли не является полупро¬ 
стой и R — ее радикал. Тогда R il) = \R, R], ..., =_ Г/? (Аг) , 

/?(*>]--идеалы в L, ввиду (1.3.1). Так как R — разрешимая 
алгебра, то существует целое число k > 0, такое что R( k) Ф 0, но 
/?(*+!) = I R {k) , R {k) ] = 0 (мы полагаем R {0) = R). Тогда R {k) 
— абелев идеал в L. Обратное очевидно. Q 

Мы обратимся сейчас к теории представлений разрешимых 
алгебр Ли. Основной результат здесь (1.4.6) принадлежит 
С. Ли. Чтобы доказать его, нам придется предположить, что 
char Р = 0. 

(1.4.5) Пусть Р — поле характеристики 0 и У— векторное 
пространство над Р. Пусть L — подалгебра в gl (У) и А — идеал 
в L. Допустим , что существует вектор ѵ Ф 0 из У, такой что 
Аѵ а Рѵ. Если Y £ А и Yv = аѵ, то для любых X lf ..., X k С L 
имеет место равенство 

YX 1 ... X k v - аХ г Х 2 ... X k v. 

Доказательство. Зафиксируем X £ L. Для всякого Z £ А опре¬ 
делим последовательность элементов из А , полагая 

Zo-Z, Z ± - [Z, XI, ..., Z k - lZ k _ l9 XI .... 

Поскольку все Z k принадлежат Л, существуют элементы a k (Z) £ 
£ Ру такие что Z k v = a k (Z) ѵ. Покажем индукцией по й, что 

k 

( 1 ) ZX»v = 2 ( / ) (Z) Xk ~ iv ( k = °. 1 -•> 

/= 0 
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для любого Z £ А. Это равенство очевидно при k = 0; допустим, 
что оно выполнено при некотором k. Зафиксируем Y £ А. Нам 
надо доказать, что 

/ г -}-1 

УХ*+Ч, = 2 ( k f l ) a, (У) X k + l -l v. 

1 = о 

Так как (1) выполняется для 7 = У г = IF, X], то 

^ & 

(2) = 2 (/) «/ O^l) = 2 ( • ) «;Ч1 00 X k ~'v- 

/=0 /—о 

Отсюда 

FX* +1 = ([F,X] + XF) Х*и = F,X% + XYX k v 

k k 

= 2 (/ ) ^ (F) + 2 (/) °/ (F) xw+iy 
/—о /=0 

&+1 

” S (0-0 

/= 0 

*+l 

= 2СТ 1 )^ (У)Х "" У+Ч 

i=0 

чем (1) и доказано. 

Далее, предположим, что т — наибольшее целое число, для 
которого множество \ѵ , Хѵ, ..., Х т ~ г ѵ\ линейно-независимо, и 
рассмотрим подпространство U = рѵ + РХѵ + ... + PX m ~ l v. 
Положим В = А + РХ\ так как А — идеал, то б — подалгебра 
в L . Очевидно, что X k v £ U для любого целого k > 0. В силу (1) 
отсюда следует, что подпространство U инвариантно относительно 
А у а значит и относительно В. 

Возьмем теперь произвольный элемент У £ А. Матрица эндо¬ 
морфизма У, \и в базисе \ѵ у Хѵ , ..., Х^и} имеет диагональные 
элементы а 0 (F y ) = a ; (F). Поэтому ее след равен та } (У). С другой 
стороны, так как tr (st) = tr (/s), то tr [s,/] — 0 для любых 
s, t £ gl (V). Ho F y “ [F M , X 1 П Р И / > 1; значит, tr (Fy Ц = 0. 
Поскольку char P — 0, отсюда вытекает, что cij (F) — : 0 при / > 1. 
Поэтому, ввиду (1), УХ к ѵ = а 0 (F) Х*и. 

Докажем теперь индукцией по £, что FX x ... X k v= aX ± ... Х^у, 
учитывая, что случай k — 1 только что нами рассмотрен. Если 
k > 1 и Х 2 ... X k v = 0, то доказываемое равенство справедливо. 
В противном случае все следует из его справедливости при k = 1, 
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поскольку YX 2 ... X k v = аХ 2 ... Х*и по предположению индук¬ 
ции. Q 

(1.4.6) (Теорема Ли) Пусть V — векторное пространство над 
Р ■= Я, char Р = 0, и пусть L — разрешимая подалгебра алгебры 
gl (У). Тогда существует вектор ѵ £ У, такой что ѵ Ф 0 я 
Lv cz Рѵ. 

Доказательство. Проведем индукцию по dim L. Случай dim L = 1 
очевиден. Допустим, что теорема справедлива для всех разреши¬ 
мых алгебр Ли, имеющих размерность <я = dim L. Поскольку L 
разрешима, L Ф L (1 > = ZA Далее, всякое векторное подпро¬ 
странство в L, содержащее L (1 >, является идеалом в L; поэтому 
найдется идеал УѴ в L, такой что dim N = п — 1 и УѴ =э L (1) . 
Пусть элемент X £ L таков, что L = N + РХ. По предположе¬ 
нию индукции найдется вектор ѵ Ф 0, для которого Nv а Рѵ. 
Пусть U = Y JLoPX'v. Согласно (1.4.5), для каждого Y £ N 
мы имеем Y \ и = a (Г) 1, где а (К) £ Р и \ —тождественное 
отображение U на себя. Поскольку U инвариантно относительно 
X, существует вектор и Ф 0 из (/, такой что Хи С Ря. Следова¬ 
тельно, Lu а Ри. Q 

Оставшаяся часть параграфа посвящена следствиям этой тео 
ремы. Прежде всего заметим, что из (1.4.6) вытекает, что един¬ 
ственными неприводимыми представлениями разрешимой алгебры 
Ли над полем Р являются представления размерности 1. Более 
общим образом, рассмотрение композиционного ряда представле¬ 
ния дает следующий результат: 


(1.4.7) Пусть V — векторное пространство над Р = Р, char Р = 
= 0 у L — разрешимая алгебра Ли и (У, /) — ее представление. 
Существует базис е ІУ ..., е п пространства V , такой что 

f(X)e j =if ij {X)e, (X£L), 

І = 1 


где f u (X) £ Р. 

Пусть t (я, Р)—множество всех верхне-треугольных яХя- 
матриц } т. е . t (я, Р) = \{a Lj ) С gl (я, Я): а {] — О, і > /}. 

Подалгебра L алгебры ді (я, Р) разрешима тогда и только тогда , 
/соадя ояя изоморфна некоторой подалгебре алгебры t (я, Р) 
(упр. 2). 


(1.4.8) Пусть L —разрешимая алгебра Ли размерности я яяд 
Р = Р и char Р = 0. Существует последовательность идеалов в L 

L = Рл zd L n ^ z) • ■ • z> L 0 = 0, 

такая что dim — j при j = 0,1, ..., я. 
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Доказательство. Достаточно взять композиционный ряд для (L, 

ad). □ 

(1.4.9) функции К І9 ..., k k из (1.3.11) линейны , если char Р = 0. 

Доказательство. Поскольку нильпотентные алгебры Ли разрешимы, 
в каждом подпространстве V,- из (1.3.11) мы можем выбрать базис, 
о котором говорится в (1.4.7). Тогда диагональные элементы всех 
матриц / (X) будут равны Х і (X). Q 

Доказательство нашего следующего результата значительно 
упрощается, если воспользоваться приемом, известным под назва¬ 
нием «расширение поля коэффициентов». Поэтому здесь мы до¬ 
кажем пока этот результат лишь в частном случае, отложив общий 
случай до упр. 4 § 1.6. 

(1.4.10) Пусть Р — поле характеристики 0. Алгебра Ли L над Р 
разрешима тогда и только тогда , когда алгебра L (1 > нильпотентна. 

Доказательство. Если L (1) нильпотентна, то L разрешима в силу 
(1.4.1), поскольку L/L (1) абелева. . 

Обратную импликацию мы докажем только для случая Р = Р. 
Согласно (1.4.7), в этом случае можно выбрать базис в L, относи¬ 
тельно которого все преобразования ad X (X £ L) имеют верхне¬ 
треугольные матрицы. Следовательно, преобразование ad [X, Y ] 
для любых X, У £ L представляется верхне-треугольной матри¬ 
цей с нулями на диагонали и потому нильпотентно. Это означает 
ввиду (1,3.7), что алгебра L (1) нильпотентна. Q 

В заключение параграфа докажем теорему Э. Картана о непри¬ 
водимых подалгебрах алгебры gl (' V ). Предварительно сделаем 
несколько замечаний, вводящих в курс дела. Пусть V — векторное 
пространство над полем Р характеристики нуль, 1 — тождествен¬ 
ное отображение V на себя и і (V) = PL Тогда gl (V) является 
прямой суммой идеалов $1 (К) и Ь (К), т. е. 

дІ(1/)=Й(Ѵ0 Ф Ь(Ѵ). 

Действительно, і ( V ) содержится в центре алгебры gl (1/) и 
потому является идеалом. Далее, если s £ gl (V), то 

s = (s — (tr s/ dim V) 1) + (tr s/ dim V) 1. 

Так как P имеет характеристику 0, то & ( V ) f| i (V) = 0. 

(1.4. П) (Э. Картан) Пусть V — векторное пространство над 
Р = Р, char Р = 0, и пусть L — неприводимая подалгебра 
алгебры gl (К). Тогда L либо полупроста , либо равна прямой 
сумме I (V) и некоторого полу простого идеала. 
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Доказательство. Пусть R — радикал алгебры L. Поскольку R — 
разрешимая алгебра, то в силу (1.4.6) существует вектор ѵ Ф О 
из V, для которого Rv а Рѵ. Рассмотрим подпространство U в F, 
порожденное множеством {s^ ... s k v : s f £ L, k = 0, 1, 2, ...}. 
Ясно, что t/ инвариантно относительно L; поэтому, ввиду неприво¬ 
димости L, U = V. Используя (1.4.5), отсюда легко вывести, 
что если г £ 7?, то г = аі (а £ Р), т. е. Р с 5 (К). 

Если Р = 0, то алгебра L полупроста. В противном случае 
R = і (V) а L и L = (Й (К) П Р) Ѳ 8 00- Но Й (V) s 
= L/R ; следовательно, Й (К) f| L — полупростая алгебра. Q 

Упражнение 1. Показать, что подалгебры и гомоморфные образы разрешимых 
алгебр Ли разрешимы. [ Указание : / (L)^ = / (L ( ^).] 

Упражнение 2. Показать, что t (п , Р) — разрешимая подалгебра в gl (n, Р). 
Показать, что если Р = Р и char Р = 0, то подалгебра алгебры gl (я, Р) раз¬ 
решима тогда и только тогда, когда она изоморфна некоторой подалгебре ал¬ 
гебры t (я, Р). 

Упражнение 3. Показать, что t (2, Р) разрешима, но не нильпотентна. 

Упражнение 4. Показать, что всякая двумерная алгебра Ли над Р изоморфна 
одной из следующих двух алгебр: 

РХ 1 + РХ 2 , [Х ъ Х 2 ] = О, 

Ь 2 = РХ 1 + РХ 2 , lX lt Х 2 ] = Х 2 . 

Показать, что L 2 разрешима, но не нильпотентна. 

Упражнение 5. Показать, что если алгебра L проста, то она полупроста и 
L —■ L {1 \ 

Упражнение 6. Показать, что теорема Ли неверна в случае Р =/= Р, рассмотрев 
одномерную алгебру Ли 

1 (_! 

где R — поле вещественных чисел. 

Упражнение 7. Показать, что предложение (1.4.8) несправедливо в случае 
Р =f= Р, рассмотрев алгебру 

L = RX 1 + RX 2 + RX 3 , [Х 1 ,Х 2 ]=Х 3і 1Х 19 Х 3 ]=-Х 2 , [Х 2 ,Х 3 ]=0 
и показав, что она не имеет одномерных идеалов. 

1.5. Формы Киллинга и невырожденные алгебры Ли 

Пусть V — векторное пространство над Р. Симметричная 
билинейная форма на У - это отображение w: V X V —> Р (где 
Р — некоторое расширение поля Р), такое что 

1 ) W (х, у) = W (у 9 х) у 

2) w билинейно. 
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Если U — подпространство в V, то ограничение формы до на 
их и определяет билинейную форму w u на U. Ортогональное 
дополнение подпространства U относительно до определяется 
формулой 

U - 1 = {я £ V: w(x, U) = 0]. 

Если V х - = 0, то до называется невырожденной. В этом случае, 
как можно показать, справедлив следующий результат: 

(1.5.1) Пусть до — невырожденная симметричная билинейная 
форма на V и U — подпространство в V. Тогда 

1) dim U + dim V х - = dim V\ 

2) Wu невырожденна в том и только том случае , когда U (] U 1 - 
= 0. 

Симметричная билинейная форма w на алгебре А называется 
инвариантной , если w (ху, z) = w (л;, yz) для любых л:, у, z С А. 

( 1 . 5 . 2 ) Пусть w — инвариантная симметричная билинейная фор¬ 
ма на алгебре А. Если I — идеал в А, то и I х - — идеал. 

Доказательство. Предположим, что х £ I х - и у £ А. Для любого 
г £ / имеем до (лл/, z) = до (я, #г) = 0. Следовательно, ху £ /-С 
Аналогично из равенства до (до, z) = до (*, zr/) следует, что до 

е /- 1 . □ 

С точки зрения изучения строения алгебр инвариантные 
формы важны тем, что их можно использовать для разложения 
алгебр. Прежде чем сформулировать точный результат, напомним, 
что алгебра В проста, если В 2 Ф 0 и единственными ее идеалами 
являются 0 и В. 

(1.5.3) (Э. Артин) Пусть А — алгебра , не имеющая ненулевых 
идеалов /, для которых Р = 0. Если она обладает невырожденной 
инвариантной симметричной билинейной формой , то ее можно 
представить в виде прямой суммы простых идеалов: А = А г 
0 ... 0 A ky где A t Aj = 0, і Ф /. Это разложение единственно 
с точностью до порядка слагаемых . 

Доказательство. Чтобы доказать существование требуемого разло* 
жения, проведем индукцию по dim А. Пусть I Ф 0 — некоторый 
минимальный идеал в А. Согласно (1.5.2), I х - — также идеал в А, 
а поскольку I минимален, то / П I х = 0 или / П Но 

равенство I I х - = I невозможно. Действительно, если / с I х -, 
то до х = 0. Далее, Р = /, в силу минимальности I. Поэтому 
если а С /, то 

до (а, А) с: до (/ 2 , А) = до (/, ІА) = 0, 

в противоречие с условием невырожденности до. Следовательно, 
/ П Z 1 = 0 и, согласно (1.5.1), А = / ф /-Ч Кроме того, /*/ х 
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c= / П ^ = 0. Форма w определяет невырожденную симметрич¬ 
ную билинейную форму на / 1 , поэтому мы можем применить 
предположение индукции, если / 1 Ф 0. 

Предположим теперь, что А = ® ... ® B h , где все В ] — 

простые идеалы. Так как В\ Ф 0, то В Х А = В 1 А 1 + ... + В г А к 
Ф 0. Следовательно, найдется A h для которого В 1 А 1 Ф 0. Но как 
В ІУ так и A t — простые идеалы, поэтому В х — A t . Отсюда выте¬ 
кает, что набор \В { \ является перестановкой набора {А,\. Q 

Теперь применим полученные результаты к алгебрам Ли. 
Прежде всего нам нужны инвариантные формы. 

(1.5.4) Пусть L —алгебра Ли и ( V , /)—ее представление . 
Тогда равенство 

B f (X, Y) = tr / (X) / (Г) (X, Г С L) 

определяет инвариантную симметричную билинейную форму на L . 
Доказательство. Здесь все очевидно, за исключением разве что 
инвариантности. Но 

П, Z) = tr / ([X, К ]) / (Z) - tr [/(X), /0W(Z) 

- tr/(X)/(r)/(Z)-tr/(F)/(X)/(Z) 

- tr / (X) [/ (F), / (Z) ] = Bf (X, [Г, Zl). D 

Среди этих инвариантных форм мы выделим одну. Это форма 
5 ad , называемая формой Киллинга алгебры L. Мы будем всегда 
обозначать ее просто В: 

В (X, Y) = tr ad X-ad Y (X, Y C £). 

(1.5.5) Пусть L — алгебра Ли , Л — ігдшл в L, В и В' — формы 
Киллинга на L и А соответственно , ай л — ограничение формы В 
на А. Тогда В А = В' . 

Доказательство. Пусть {Х ь ..., Х ш , ..., Х п \ — такой базис в L, 
что \Х Ъ ..., X m | есть базис в А. Предположим, что 

UAY)X j ^ta ki (Y)X k (Y £ L). 

k=i 

Тогда a (/ (F) == 0 при i > m, если К ^ Л, поскольку A — идеал 
в L. Следовательно, для К,, F 2 £ Л мы имеем 

Я (У,. К 2 ) = £ a^F.)*!,,^,) 

/=і 

- £ а,/(У,) О/, (У*) = Я'ОТ, У.)- □ 

О /=1 
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Алгебра Ли L называется невырожденной , если ее форма 
Киллинга невырожденна. Невырожденные алгебры Ли обладают 
многими хорошими свойствами. Некоторые из них мы сейчас 
установим. 

(1.5.6) Пусть L — невырожденная алгебра Ли над Р. Тогда L 
полупроста и может быть разложена в прямую сумму простых 
идеалов единственным с точностью до порядка слагаемых способом. 

Доказательство. Для доказательства того, что L полупроста, 
допустим, что Л —абелев идеал в L. Пусть \Х Ѵ ..., Х т , Х п \ — 
базис в L, такой что {X lf ..., Х т \ — базис в Л. Пусть, далее, 
Z — произвольный элемент из Л и F С L. Тогда adF-adZ 
переводит каждый элемент Х £ в 0, если 1 < і < m, поскольку Л 
абелева. Кроме того, ad F-adZ переводит каждый элемент Ху, 
т + 1 < / < п, в элемент из Л, поскольку Л — идеал в L. 
Отсюда следует, что В (F, Z) = tr (ad F-ad Z) = 0. Поскольку F 
был выбран произвольно, a L невырожденна, мы заключаем, что 
Z = 0, т. е. Л = 0. Следовательно, L полупроста, ввиду (1.4.4). 
Остальные утверждения немедленно следуют из (1.5.3). [] 

Забегая вперед, приведем два результата из гл. 2, где рассма¬ 
триваются лишь алгебры Ли над полем характеристики 0. 
А именно, мы доказываем там, что 

(2.1.2) L разрешима тогда и только тогда , когда В = 0 на L (l) . 

(2.1.3) Всякая полупростая алгебра Ли невырожденна. 

Отсюда следует, что в случае char Р = 0 алгебра L невырожденна 
тогда и только тогда, когда она полупроста. В этом случае, согласно 

(1.5.6) , L можно разложить в прямую сумму простых алгебр Ли. 
Что из себя представляют простые алгебры Ли над Р? Для 

Р = С простые алгебры Ли — это классические алгебры Ли 
вместе с пятью «исключительными» алгебрами (это главный ре¬ 
зультат гл. 2). Для Р = R классификация будет дана в гл. 8; 
грубо говоря, там утверждается, что простые алгебры Ли над R 
можно получить с помощью одного изящного приема из простых 
алгебр над С. 

Пусть L — алгебра Ли над полем Р произвольной характе¬ 
ристики. Эндоморфизм б векторного пространства L называется 
дифференцированием алгебры L, если 

б ([X, F ]) - [6Х, Y) + [X, 6F] для всех X, F £ L. 

Мы будем обозначать множество всех дифференцирований алгебры 
L через der (L). Согласно упр. 3 § 1.1 и упр. 4 § 1.2, der (L) явля¬ 
ется подалгеброй Ли в gl (L), содержащей ad X для каждого 
X С L. Дифференцирования вида ad X называются внутренними. 
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Положим ad (В) = {ad X: X £ L\. Легко показать, что 6-adX 
= ad (6X) + ad Х-б для всех б £ der (В), X С В. Отсюда сле¬ 
дует, что ad (В) — идеал в der (В). Мы назовем алгебру В полной , 
если der (В) = ad (В) и г (В) = 0. 

(1.5.7) Пусть L — алгебра Ли и А — идеал в В. Если А полна , то 
существует идеал В в В, такой что L — А 0 В. 

Доказательство. Множество В = {X £ L: [X, Л ] = 0} является 
идеалом в В, в силу тождества Якоби. Зададим для каждого X £ В 
дифференцирование б (X) алгебры Л, полагая б (X) = ad Х| л . 
Поскольку Л полна, существует такой элемент Х х £ Л, что 
б (X) Y = [Х х , К ] для всех F С Л. Следовательно, X — Х г С В 
и В = Л + В. С другой стороны, Л П В = 0, поскольку А {] В 
= г (Л). □ 

(1.5.8) Всякая невырожденная алгебра Ли полна. 

Доказательство. Пусть L — алгебра Ли над В, имеющая невырож¬ 
денную форму Киллинга В'. Так как г ( L ) содержится в радикале 
алгебры L, то, в силу (1.5.6), г (L) = 0. Остается показать, что 
ad (L) - der (В). 

Для данного дифференцирования б алгебры L мы построим 
алгебру Ли L, такую что dim L = dim L + 1. А именно положим 

L = {(а, X): а С В, X С В}, 

\(а у X), (6, К)] = (0, а-бК — &-6Х + [X, Y ]). 

Тогда {(0, X): X С В} — идеал в В, изоморфный L. Пусть В — 
форма Киллинга на L. Тогда L 1 = {г ^ L: В (z, В) = 0} — 
ненулевой идеал в В, в силу (1.5.2). Далее, ограничение B L формы 
В на L невырожденно, в силу (1.5.5). Отсюда следует, что В П В х 
= 0, В = В @ L L и [В, В х ] = 0. Наконец, пусть (1, 0) = X + Z, 
где X С В и Z С В- 1 . Тогда для любого К С В мы имеем 

(0, б Y) = [(1, 0), (0, Y) ] = [(0, X), (0, Y)] = (0, [X, Г]), 
и б — ad X. Q 

Упражнение 1. Пусть В — форма Киллинга на 81 (2, Р). Доказать, что В (X, У) 
— 4tr ( XY ). Показать, что В невырожденна, если charr Р =f= 2. 

Упражнение 2. Пусть L — двумерная неабелева алгебра Ли: 

L= РХ х + РХ 2 , [Хі, Х 2 ]= Х 2 . 

Доказать, что L полна. 

Упражнение 3. Показать, что если б — дифференцирование алгебры Ли L, 
то bL k С L k и 6L (fc) С L (k) для всех /г. 
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Упражнение 4. Пусть б — дифференцирование алгебры Ли L, имеющей форму 
Киллинга В. Показать, что 

В (бХ, У)+ В (X, б Y) = 0 для всех X, Y £ L. 

Упражнение 5. Пусть L — простая алгебра Ли над Р = Р, и пусть w lf w 2 — 
инвариантные симметричные билинейные формы на L. Если невырожденна, 
то w 2 = cw ± для некоторого с £ Р. 

[Указание. Для фиксированного X £ L отображение L Э Y і —> w 2 (X, Y) 
линейно. Поскольку w ± невырожденна, существует единственный элемент 
X' f L, для которого w 2 (X, У) = w x (X', Y) при всех Y £ L. Очевидно, что 
отображение s: X і —> X' линейно. Используя инвариантность форм о/ х и w 2 , 
проверьте, что ad X°s= s°ad X для всех X £ L. После этого остается только 
применить лемму Шура (1.2.3).] 

1.6. Расширения полей коэффициентов 

Пусть Я — некоторое поле, содержащее Р в качестве подполя, 
и У — векторное пространство над Р. Рассмотрим Я как векторное 
пространство над Я (размерность которого может быть и бесконеч¬ 
ной) и построим тензорное произведение Я 0 V над Р. Пусть 
а £ Я. Так как отображение прямого произведения Я X У в Я 0 У, 
определенное формулой (Ь, ѵ) »—> aft 0 у, билинейно над Я, то 
существует эндоморфизм а пространства Я 0 У над Я, такой что 
3 (ft 0 у) = ab 0 у. Полагая 

ах == ах при а £ Я, * (Е Я 0 У, 

мы превратим Я 0 1/ в векторное пространство над Я. Примем 
для полученного таким образом векторного пространства над Я 
(общеупотребительное) обозначение У р . 

Используя вложение У Э ѵ •—> 1 0 у £ У р , мы можем считать 
У подмножеством в У р . Далее, если е І9 ..., е т —базис простран¬ 
ства У над Я, то 1 0 е х = е ІУ ...» 10 4 = ^ — базис простран¬ 
ства У р над Я. Если ІУ — векторное подпространство в У, то 
векторное подпространство в У р , порожденное \У, можно отожде¬ 
ствить с W p . 

Всякое линейное отображение s из У в произвольное векторное 
пространство U над Я продолжается до линейного отображения 
s p : ур [/я. А именно: 

s p (a 1 <? 1 + •••-(- а т е іП ) = ciiS -f- • • • -f- a. a s (£ m ), а г - £ Я. 

Отображение s p однозначно определяется отображением s, ив тех 
случаях, когда это не может вызвать путаницы, мы будем писать s 
вместо s p . Ясно, что 
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в частности, беря V = U, мы видим, что gt (К) можно рассма¬ 
тривать как подмножество в gl ( Ѵ р ) == Р (g) gl ( V ). 

Рассмотрим теперь некоторую алгебру Ли L над полем Р. 
Расширяя Р до Р, мы получим векторное пространство Е р над Р. 
Операция умножения L X L —> L порождает линейные отображе¬ 
ния L (g) L — •> L и Ь р 0 L p —♦ L p , а тем самым билинейное 
отображение умножения L , р X L р —> Ь р . Фактически, если 
{X lt ..., Х„} — базис L над Р, то 

[ІѴХ,-, lb i X j ]^Ta i b i [X i , Х,\ 

для всех a,, b L £ Р. Определенное так умножение на L ? превра¬ 
щает L Р в алгебру Ли над Р. Приведем без доказательства не¬ 
сколько (легко проверяемых) утверждений. 

1) Если Н — подалгебра в L, то Н? — подалгебра в Ь р . 

2) Если Н — идеал в L, то Н р — идеал в Ь р . 

3) Если б — дифференцирование алгебры L, то 8 Р — дифферен¬ 
цирование алгебры L p . В частности, если 8—внутреннее диф¬ 
ференцирование. то таково же и 8 Р . 

4) Если А и В — подпространства в L, то [А р , В р ] = [А, 
В] р . 

(1.6.1) Пусть L — алгебра Ли над Р и Р — расширение поля Р. 

1) Если алгебра L абелева ( соотв. нильпотентна, разрешима 
или невырожденна ), то такова же и L p , и обратно. 

2) Если алгебра L p проста или полупроста, то тем же свой¬ 
ством обладает и L. 

Доказательство. В силу приведенного выше утверждения 4), 

(LWjP =(//)<*> и =(/?)<*>. 

Поэтому L является абелевой (соотв. нильпотентной или разре¬ 
шимой) тогда и только тогда, когда тем же свойством обладает L p . 

Пусть теперь Х ъ ..., Х п — некоторый базис L над Р, В — 
форма Киллинга алгебры L, а В р — форма Киллинга алгебры L p . 
Тогда В (X, У) = В р (X, У) для всех X, У £ L. Поскольку 
алгебра L является невырожденной в том и только том случае, 
когда det (В (X, , X,)) Ф 0, отсюда следует, что L невырожденна 
тогда и только тогда, когда Е р невырожденна. 

Наконец, если А — идеал в L, такой что 0 ф А Ф L, то 
0 Ф А~ р Ф U\ Следовательно, если алгебра Ь р проста, то та¬ 
кова же и L. Далее, если А — ненулевой абелев идеал в L, то 
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А р — ненулевой абелев идеал в іУ . Поэтому если алгебра іУ 
полупроста, то и L полупроста. Q 

В качестве применения приема расширения исходного поля 
докажем следующее утверждение: 

(1.6.2) Если char Р = 0 и dim У > 2, то алгебра Й (К) проста , 
а Ь (У) является центром алгебры gl (У). 

Доказательство. Предположим вначале, что Р = Р. Поскольку 
алгебра Й (У), очевидно, неприводима и Й (У) f| і (Ю = О, 
из теоремы Картана (1.4.11) следует, что алгебра Й (У) полу¬ 
проста. Далее, симметричная билинейная форма w на Й (У), 
определенная формулой w (X, Y) = tr XY y инвариантна и невы- 
рожденна (упр. 5). В силу (1.5.3), Й (У) является прямой суммой 
простых идеалов: Й (У) = S x ® 5 2 ® ... . Пусть е ІУ ..., е т — 
базис пространства У, и пусть s £ Й (У) выбрано так, что sej== 
= (1 < / < /я), a t ^ a f (і ф /), + ... + = 0. Тогда 

s = s x + s 2 + где s { С S/. Поскольку s 0, хотя бы один из 
элементов s,- отличен от нуля. Произведя, если надо, перенумера¬ 
цию, мы можем считать, что s x Ф 0. Так как [s ly s] = 0, то s^j 
= bjej, 1 < j < /л, для некоторых bj £ P. 

Предположим теперь, что алгебра S x приводима и S X W cz ІУ, 
где W — векторное подпространство в У, удовлетворяющее усло¬ 
вию 0 ф W Ф У. (Мы хотим прийти к противоречию.) Поскольку 
s i I w — также полупростой эндоморфизм, существует базис 
е' и ..., e'k в ІУ, такой что s^e) С Ре'- (1 < / < k ). Этот базис можно 
расширить до базиса е[ у ..., е т пространства У, выбирая элементы 
e'k+u ...» среди £ ь ..., е т . Меняя, если надо, обозначения, мы 
можем считать, что е ІУ ..., e k — базис W и s^j = bjej (1 < j < т). 
Поскольку tr s ± = 0, то s x имеет (по меньшей мере) два различных 
собственных числа, которые мы можем (после перенумерации) 
считать равными Ь г и Ь т . Введем эндоморфизм t С Й (У), пола¬ 
гая te ± = и fey = 0 при / > 2. Тогда U, s x ] е х = (Ь х — Ь т ) е ту 
что противоречит условию S x ІУ cz ІУ. Следовательно, алгебра S x 
неприводима и, по лемме Шура (1.2.3), S 2 а і (У). Отсюда 
следует, что 5 2 = 0 и Й (У) = S ± — простая алгебра. Общий 
случай (Р cz Р) следует теперь из (1.6.1). 

Пусть, наконец, С — центр алгебры gl (У). Снова по лемме 
Шура С р аЪ {Ѵ) р . Следовательно, С = г (У). Q 

Упражнение 1. Пусть L — алгебра Ли над Р, V — векторное пространство над 
Р ZD Р и ( V , /) — представление алгебры L. Показать, что линейная оболочка 
множества / (L) в gl(V p ) есть гомоморфный образ алгебры L p . 

Для всякого комплексного числа s пусть s обозначает комплексно-сопря¬ 
женное число. Для S — (Sij) £ gl ( п , С) положим 5 = (s/y). Матрица 5 G gl (я, 
С) называется косоэрмитовой , если 5 + f S = 0. 
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Упражнение 2. Пусть и (/г) — множество всех косоэрмитовых матриц из gl ( п , 
С). Показать, что и (/г) — алгебра Ли над R, не изоморфная gl ( п , /?) при 
я > 2, но 

u(tt) c ^gl(n, R) c ^gl(/z, С). 

[Указание. Множество и (п) состоит из полупростых линейных преобразо¬ 
ваний. Если и ( п ) содержит подалгебру t), изоморфную алгебре Ь 2 из упр. 4 
§ 1.4, то алгебра [t), Ю] =f= 0 должна, согласно (1.4.7), состоять из нильпотент- 
ных^матриц — противоречие. С другой стороны, gl (п, R) содержит L 2 . Сле¬ 
довательно, эти две алгебры не изоморфны. Заметим также, что комплексная 
линейная оболочка алгебры и ( п ) или gl (п, R) в gl ( п , С) совпадает с gl (п, С). ] 

Упражнение 3. Пусть 31 ( п , С) рассматривается как алгебра Ли над R; обозна¬ 
чим ее через 31 ( п , C) R . Показать, что при п > 2 алгебра 31 ( п , C) R есть простая 

алгебра Ли над R, но алгебра (зі (/г, не является простой. 

Упражнение 4. Закончить доказательство предложения (1.4.10). 

Упражнение 5. Показать, что w (X, У) = tr (X, Y) — невырожденная сим¬ 
метричная билинейная инвариантная форма на 31 (V). [ Указание . Пусть Ец 
обозначает матрицу размера п X п, у которой на і, /-м месте стоит 1, а на осталь¬ 
ных местах— нули. Если w (X, Y) = 0, то пусть Y пробегает значения Ец, 
І + І. и Ец — Е ш> і + і .] 

1.7. Алгебры Ли размерности <3 

Для того чтобы найти все алгебры Ли L размерности 3, рас¬ 
смотрим вначале несколько более общую постановку задачи. Будем 
называть алгебру А антикоммутативной, если XX = 0 для всех 
X £ А. Пусть А — антикоммутативная алгебра и Е ъ ..., Е п — 
базис в А. Тогда — 0 и Е { Е,- — — Е/Е,-. Поэтому, задавая 
таблицу умножения относительно фиксированного базиса, доста¬ 
точно указывать лишь одно из произведений Е,Е/ или E/E it 
і Ф j. В дальнейшем мы будем этим пользоваться. 

(Х.ІЛУІПусть А — антикоммутативная алгебра размерности <2. 
Тогда А является алгеброй Ли и имеет место один из следующих 
случаев: 

dim А = Г. АА = 0; 
dim А = 2: (а) АА = 0, 


(b) А = PE l -j- РЁ 2 , Е х Е 2 = Ёо. 

Доказательство. Предположим, что dim А = 2 и АА Ф 0. Для 
произвольного базиса Е х , Е 2 в А мы имеем АА = РЕ Х Е 2 , и можно 
выбрать элемент Е г так, чтобы выполнялось равенство АА = РЕ 2 . 
Тогда Е Х Е 2 = аЕ 2 , где а £ Р, а Ф 0. Заменяя Е х элементом а~ 1 Е ъ 
придем к равенству Е Х Е 2 = Е 2 . Легко видеть, что тождество Якоби 
в А справедливо. Q 



1.7. Алгебры Ли размерности СЗ 


33 


Пусть теперь dim Л = 3 и Е ъ Е 2 , Е 3 — базис в Л. Тогда 
матрица s = (s 7 ) £ gt (3, Я), определенная равенствами 

Е х = Е 2 Е 3 = s 11 E 1 + s 2 i £2 ~Ь 5 31 £з, 

£ 2 — Е 3 Е± — “Т s 22 E 2 Т~ s 32 £ 3 , 

Е 3 — Е]Е 2 === Si 3 £i ~f" ^ 23 £ 2 ~Ь* 

или, в матричной записи, равенством 

(1) (£\ £ 2 , £ 3 ) - (Е 2 Е 3у ад, ад) - (£ р £ 2 , £ 3 ) s, 

полностью определяет структуру алгебры Л. Пусть £ ь £ 2 , £ 3 — 
новый базис в Л, для которого 

(2) (£*, £ 2 , Е 3 ) = (Е 2 Е 3 , Е 3 Е іу £ х £ 2 ) = (£ х , £ 2 » ^з) 5 * 

Обозначим через а невырожденную матрицу, удовлетворяющую 
условию 

(3) (£ х , £ 2 > £ 3 ) ^ (^і> £з) я. 

Тогда 

Е * = Е 2 Е 3 = (^2-^1 ~Ь CL 22 E 2 “f~ ^з2^з) (fliA Н~ бі 2з Е 2 -f- ^ 3 g£ g ) = 

” (#22^33 ^ 23 ^ 32 ) ^2^3 ~F" (^32^13 ^12^3з) № 

+ { а \2&2з — а 22 а із) Ё х Е 2 . 

Пусть а* = (а 1 ')—матрица алгебраических дополнений к элемен¬ 
там матрицы а. Тогда, очевидно, 

f 1 = а 11 /? 1 + я 12 £ 2 + я 13 £ 3 ; 
аналогично 

£ 2 - а 21 £ х + а 22 £ 2 + а 23 Ё 3 , 

£ 3 = а 31 /? 1 + а 32 £ 2 + а 33 Ё 3 . 

Обозначая, как обычно, матрицу, транспонированную к а*, 
через *а*, получаем 

(4) (Е\ Е\ Е 3 ) - (Ё\ £ 2 , Ё 3 )^а*. 

Из (1)—(4) следует, что s-*a* = as. С другой стороны, как из¬ 
вестно, aa* = deta-1, где 1 — единичная матрица. Значит, ('а*) -1 
= (det аОтсюда вытекает следующее утверждение: 

(1.7.2) Две антикоммутативные алгебры , заданные соотноше¬ 
ниями (1) а (2), изоморфны тогда и только тогда , когда существует 
невырожденная матрица а, такая что 


2 М. Гото, Ф. Гроссханс 
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В случае dim А = 3 антикоммутативная алгебра уже не обя¬ 
зана быть алгеброй Ли. Условие в терминах матрицы s, при кото¬ 
ром А будет алгеброй Ли, дается следующим предложением: 

(1.7.3) Антикоммутативная алгебра , заданная соотношением (1), 
является алгеброй Ли тогда и только тогда , когда матрица s* 
алгебраических дополнений к элементам матрицы s симметрична. 

Доказательство. Для того чтобы А была алгеброй Ли, достаточно, 
чтобы тождество Якоби выполнялось для элементов базиса. 
С другой стороны, так как всякая одномерная или двумерная 
антикоммутативная алгебра является алгеброй Ли, то в случае, 
когда какие-то из элементов X, К, Z совпадают между собой, мы 
имеем 

X (VZ) + У (ZX) + Z (XY) = 0. 

Следовательно, необходимым и достаточным условием того, что 
А — алгебра Ли, служит равенство 

Е ± Е' + Е 2 Е 2 + Е 3 Е 3 - 0. 

С другой стороны, прямое вычисление дает 

Е,Е 1 + Е 2 Е 2 + Е 3 Е 3 - (s 23 - s 32 ) Е г + (s 31 - s 13 ) Е 2 + 

+ (s 12 - s 21 ) Е,. □ 

Начиная с этого места и до конца параграфа мы будем рас¬ 
сматривать алгебры Ли L размерности 3, заданные соотношением 
(1). Ясно, что 

rank s = dim [L, L ]. 

Случай 0 : rank s = 0. В этом случае L абелева. 

Случай 1: rank s = 1 и [L, X ] = РЕ 3 . Если элемент Е 3 содер¬ 
жится в центре, то Е 1 = Е 2 = 0 и Е 3 = аЕ 3 . Следовательно, 
заменяя Е ± на а~ 1 Е ъ получаем 

(Іа) [Е 2у Е 3 ] = 1Е 39 Е г ] = 0, [Е 19 Е 2 ] = Е 3 . 

Мы уже знаем, что это нильпотентная алгебра Ли. 

Далее, если Е 3 не принадлежит центру, то можно выбрать 
элемент Е ъ для которого [£ 2 , Е 3 ] = Е 3 . Тогда РЕ 2 + РЕ 3 — 
неабелева алгебра Ли размерности 2, являющаяся полной алгеброй 
(упр. 2 § 1.5). С другой стороны, [L, РЕ 2 +РЕ 3 ]=РЕ 3 а РЕ 2 + 
+ РЕ 3 , и потому РЕ 2 + РЕ 3 — идеал в L. Следовательно, в силу 
(1.5.7), найдется такой элемент Е І9 что L = РЕ Х ® (РЕ 2 + РЕ 3 ) 
есть прямая сумма идеалов. Таким образом, 

(lb) [Е 29 Е 3 ] = Е 39 \Е 39 Е г ] - [Е і9 Е 2 ] = 0. 



1.7. Алгебры Ли размерности <3 35 


Случай 2. rank s = 2 = dim [L, LI. Если [L, L] не является 
абелевой алгеброй, то [L, L] — прямое слагаемое и L должна 
иметь структуру (lb), что противоречит условию. Значит, алгебра 
[L, L] абелева. В таком случае мы можем выбрать базис Е ІУ Е 2у 
Е 2у для которого 

[Е 2і £ 3 ] =0, [Е ІУ Е 2 1 = аЕ 2 + Р£ 3 , 

[£*1, Е 3 ] — уЕ 2 -к 8£ 3 , 

/а р\ 

где t gj — невырожденная матрица. Обратно, для 



матрица s*, очевидно, симметрична, и s определяет алгебру Ли. 
Легко видеть, что алгебры Ли, определенные матрицами tut, 
изоморфны тогда и только тогда, когда существуют невырожден¬ 
ная матрица b £ gt (2, Я) и элемент с £ Р\ {0}, такие что 
і = cbtb _1 . _ 

Если, в частности, Р = Я, то можно выбрать t в одной из сле¬ 
дующих форм: 

/1 0\ 

(2а) /=(„ J, сс*0, 

[Е 2у £ 3 ] = 0, [£ 3 , £]] = °&£з> [£і> £Д Н - £Ѵ> 

(2b) f = j), 

[£„£,] = <), [£ х , £*] =£, + ?£,. 

Все эти алгебры Ли попарно неизоморфны. 

Случай 3. Если матрица s невырожденна, то в силу формулы 
ss* = dets -І она симметрична. Следовательно, 23?.7 =і^/ х ^/ = 
= ер ((х ІУ х 2у х 3 ), (у ІУ у 2у у 3 )) — невырожденная симметричная би¬ 
линейная форма на Р 3 . Допустим, что char Р Ф 2. Тогда из усло¬ 
вия ф (ѵ у ѵ) = 0 для всех и £ Р 3 следовало бы, что ф (и, до)' = 0 для 
всех и, до £ Р 3 , что невозможно. Поэтому мы можем найти элемент 
ѵ і € Р 3 у Для которого ф (у ь ѵ г ) 4= 0. Из (1.5.1) вытекает теперь, 
что Р 3 = Pvt ® (Рѵ і)- 1 -, причем ограничение формы ф на 
невырожденно. Рассуждая аналогичным образом, можно найти 
такие ѵ ІУ ѵ 2 С. Р 3 , что Ф ( ѵ і> v j) = 0 П Р И * Ф /• Следовательно, 
2 * 
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выполняя при необходимости подходящее линейное преобразова¬ 
ние пространства Р 3 , мы можем предполагать, что 

/а 0 0\ 

s= 0 р 0 а, р, Y € я\{0}. 

\0 0 у/ 

В случае Р = Р, полагая в (1.7.2) 

(ѴЩ 0 0 \ 

а = I 0 Цуа 0 I, 

V 0 0 V оф ) 

(' 0 

получаем s = I 0 1 0 1. Итак, в этом случае 

\0 0 1/ 

(За) [Е 2 , Е 3 ] = Е ѵ [Е 3 , Е г ] - Е ъ [Е ѵ Е 2 ] = Е 3 . 

Для Р = R, как легко показать, 

/1 0 0\ /10 0\ 

(За, b) s = ( 0 1 О) или s = ( 0 1 0 1. 


0 0 1 


.0 0 —1 


Упражнение 1 . Классифицировать прй Р = R алгебры L, для которых dim L 
= 3, dim IL, L] = 0. 

Упражнение 2. Все алгебры Ли, отвечающие случаю 3, просты. 

Упражнение 3. о(3, R) ^ (За), 31(2, R) ^ (ЗЬ). 


1.8. Подалгебры Картана и разложения 
по корневым подпространствам 

Пусть L — алгебра Ли над Р. Подалгебра Н в L называется 
подалгеброй Картана , если она нильпотентна и совпадает со своим 
нормализатором в L. (Напомним, что нормализатор алгебры Н — 
это] X £ L: [X, Н] с_Н\.) 

Пусть теперь Р = Р и L — алгебра Ли над Р. Предположим, 
что в L существует подалгебра Картана. Применяя (1.3.11) к пред¬ 
ставлению (L, ad) алгебры Я, мы видим, что существуют различ¬ 
ные функции а 0 , а х , ..., a k из Я в Р и подпространства L (а 0 ), 
L (а х ), ..., L (а*) в L, такие что 

Е = L (а 0 ) 0 • • • 0 L (а*) 

и 
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L (a) = \ Y £ L: для всякого X £ Я существует целое 
число е > 1, такое что (ad X — a t ( X)) e Y = 0}. 
Так как подалгебра Я нильпотентна, то для каждого X £ Я обоб¬ 
щенное собственное подпространство, отвечающее собственному 
значению 0, содержит Я. Следовательно, мы можем считать, что 
а 0 Е 0 и 

L (а 0 ) = L (0) = [Y С L: для любого X С Я существует 
целое число е > 1, такое что (ad Х) е F = 0}. 
Если Я = 7 ^= L (0), то существует такой элемент s 0 £ L (0), что s 0 ^ Я 
и [Я, s 0 ] а Я (в силу предложения (1.3.4), примененного к 
L (0)/Я). Но в таком случае s 0 принадлежит нормализатору подал¬ 
гебры Я, совпадающему по предположению с Я, — противоречие. 
Значит, Н = L ( 0). 

Далее, согласно (1.2.2), [L (a t -), L (а у ) ] содержится в обобщен¬ 
ном собственном подпространстве эндоморфизма ad X, отвечаю¬ 
щем собственному значению (X) + а ; - (X), для любого X £ Я. 
Так как L (а,- + а у ) представляет собой пересечение всех таких 
подпространств, то 

[L (а г ), L (а,)] с L (а,- + а ; ). 

Функции а х , ..., называются корнями , а разложение 
L = Я ® L (o£j) ® • • • ® Р (сх^) 

— разложением по корневым подпространствам алгебры L относи¬ 
тельно Я. 

Подалгебры Картана существуют, если поле Р бесконечно. До¬ 
казательство этого потребует некоторых усилий, и мы начнем с 
того, что напомним следующий факт: 

(1.8.1) Пусть V — векторное пространство над Р, s £ gl (v) 
и % ^ Р It] —характеристический многочлен эндоморфизма 
s : х (t) = det (Л ѵ — s), где l v — тождественное отображение V 
на себя. Допустим , что % (0 = Хі (0 Х 2 (0» где Хі> Хг € Р Ш — 
взаимно простые многочлены со старшим коэффициентом +1. 
Пусть Ѵ ± = Х 2 (s) V и Ѵ 2 = Хі ( s ) У. Тогда 

1) Ѵ ± и Ѵ 2 суть s- инвариантные подпространства в V и V = 

= Ѵі Ѳ Ѵ 2 ; 

2) характеристический многочлен эндоморфизма s \ ѵ равен 

х« (0- 

Начиная с этого места и до конца параграфа мы будем пред- 
полагать, что Р — бесконечное поле. Пусть L — алгебра Ли над 
Р и Х ѵ ..., Х п — базис в L. Пусть, далее, Р (и) = Р (и ІУ ..., и п ) обо¬ 
значает поле рациональных функций от п переменных и ІУ ..., и п 
над Р. Построим алгебру Ли L p над Р (а) и положим 

Х и = и 1 Х 1 +-ь G Р р 
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Обозначим через х ( t , и) характеристический многочлен эндо¬ 
морфизма ad Х и . Тогда х (*, и) = t n + g n _ x (и) t n ~ l + ... +g 0 ( и ), 
где Bcegy (и) суть полиномы от и ъ ..., и п . Так как (ad Х и ) Х п = 
= 0, то g 0 (и) = 0. Следовательно, существует номер /, такой что 
go (и) = ... = gi_ x (и) = 0 и g t (и) Ф 0. Поэтому 0 является соб¬ 
ственным значением кратности для каждого эндоморфизма 
ad X (X С Цу и если ёі (#і> біп) Ф 0» то 0 является собствен¬ 
ным значением кратности I для ad (а 1 Х 1 + ... + а п Х). Такие эле¬ 
менты а 1 Х 1 + ... + а п Х п мы будем называть регулярными эле¬ 
ментами алгебры L. Поскольку поле Р бесконечно, регулярные 
элементы существуют. Таким образом, I — это наименьшая из 
кратностей собственного значения 0 эндоморфизмов ad X (X С Ц'\ 
число I называется рангом алгебры L: rank L = I. Пусть Р — рас¬ 
ширение поля Р. Легко видеть, что rank L = rank L p . 

(1.8.2) Пусть Р — бесконечное поле , L —алгебра Ли ранга I 
над Р и X — регулярный элемент алгебры L. Предположим , что 
X (0 = t l %* (0» г ^ е X* (0) ф 0 — характеристической многочлен 
эндоморфизма ad X. Пусть 

L 0 = х* (ad X) U L* = (ad X) 1 L. 

Тогда 

1) L = Ь 0 0 L* (прямая сумма векторных пространств ); 

2) Ь 0 есть подалгебра Картана размерности I; 

3) [L 0 , L* ] - [X, L*] = L*. 

Доказательство. Поскольку и х* (0 взаимно просты (х* (0) Ф 
Ф 0), мы можем применить (1.8.1) к эндоморфизму ad X и заклю¬ 
чить, что L = L 0 0 L*, [X, L 0 ] a L 0 и [X, L* ] с= L*. Далее, 
X* (0 является характеристическим многочленом эндоморфизма 
ad X | # , и так как х* (0) ^ 0, то (ad X) L* = L*. С другой сторо¬ 
ны, ad X |l 0 имеет характеристическим многочленом t l , поэтому 
dim L 0 = I и L 0 есть обобщенное собственное подпространство 
для ad X с собственным значением 0. В частности, X £ L 0 . 

Расширим поле Р до Р и рассмотрим разложение L p = L£0 
0 L* p . Так как (ad X) L* — L*, то 

L* p = L (oc t ) 0 • • • ® L (&£.), 

где ос ь ..., a k — различные собственные значения эндоморфизма 
ad Х|^. Все ay отличны от 0, поскольку ad Х| l* невырожден. 

Согласно (1.2.2), имеем 

[l%, Lo]c=lH и [zj, L(a i )\czL(a i ). 

Следовательно, [L 0 , L 0 ] c L 0 и [L 0 , L* ] c: L*. 



1.9. Универсальная обертывающая алгебра 39 


Пусть теперь V — элемент из нормализатора подалгебры L 0 . 
Тогда [X, Г] £ L 0 и потому (ad X) /+1 Y = (ad X) 1 [X, Y] = 0. 
Значит, Y £ L 0 и L 0 совпадает со своим нормализатором. 

Докажем, наконец, что подалгебра L 0 нильпотентна. Обозна¬ 
чим через Р (ѵ) = Р (ѵ І9 ..., vj) поле рациональных функций от I 
переменных ѵ ІУ ..., v t над Р и построим L p Пусть Н ъ ..., H t — 
какой-нибудь базис в і 0 и 

Н = иіЯ 1 —|— • • • — h~ ViHi £ Lq (l,) * 

Так как [#,, L 0 1 с= L 0 и [# ; , L* ] с= L*, то 
[Я, L^ {v) ]czL^ v \ [Я, 


Пусть Хо {U ѵ) и х* (f, у) — характеристические многочлены преоб¬ 
разований Н\ г р( Ѵ ) и Як*р( 0 ) соответственно. Запишем регуляр¬ 
ный элемент X в виде X = а 1 Я 1 + ... +а г Я, (а, £ Р). Тогда 
X* (0, у) =£ 0, поскольку эта функция принимает ненулевое зна¬ 
чение при ѵ = (а ъ a t ). С другой стороны, из того что L P(t,) 
имеет ранг /, следует, что Хо ( t , п) должен делиться на /*. Значит, 
Хо (t,v) — t l и каждый элемент Н ь = ^Ях+.-. + ^Я, £ L 0 удов¬ 
летворяет соотношению (ad H b ) 1 L 0 — 0. Следовательно, алгебра 
L 0 нильпотентна по теореме Энгеля (1.3.7). Q 


Упражнение 1 . Показать, что всякая подалгебра Картана является максималь- 

(а Ь\ 

С 


нильпотентной алгеброй. ^Обратное неверно: рассмотрите || 


0 b 
0 0 


0 с 


Упражнение 2. Показать, что если Н — подалгебра Картана в L, то Н р — под¬ 
алгебра Картана в L p . 


Упражнение 3. Пусть diag ( п , Р) — {(вц) gl (я, Р): Sij =0, i =f= /}. Показать, 
что diag (я, Р) является подалгеброй Картана в ді (я, Я). Показать, что если 
элемент X £ diag (я, Р) имеет различные собственные значения, то он регу¬ 
лярен. 


1.9. Универсальная обертывающая алгебра 

В этом параграфе мы свяжем с каждой алгеброй Ли L некото¬ 
рую ассоциативную алгебру U ( L ) (бесконечной размерности), 
такую что представлениям L взаимно-однозначно соответствуют 
представления U (L). Алгебра U (L) служит мощным средством 
изучения представлений алгебры L. 

В этом и следующем параграфах мы будем считать, что рас¬ 
сматриваемые векторные пространства и алгебры могут иметь 
бесконечную размерность (временно отступая от принятого нами 
соглашения), что рассматриваемые ассоциативные алгебры имеют 
единицу, обозначаемую всегда символом 1, и что гомоморфизмы 
одной ассоциативной алгебры в другую переводят 1 в 1. Для 
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данного векторного пространства У (возможно, бесконечномерного) 
мы будем обозначать через End (У) ассоциативную алгебру всех 
его эндоморфизмов. Трактуя End (У) как алгебру Ли относительно 
скобочного умножения [s, t] = st — ts , мы будем обозначать ее 
gl (У). Представление (У, /) ассоциативной алгебры А — это го¬ 
моморфизм из Л в End (У), где У — конечномерное пространство. 

Мы начнем с того, что напомним основные свойства тензорных 
произведений. 

Пусть Р — поле и Ѵ ъ ..., У г , W —векторные пространства 
над Р. Всякое r -линейное отображение / : Ѵ г х У 2 X ... X Ѵ г 

W определяет единственное линейное отображение /*: Ѵ г 
0 ... 0 У г W, удовлетворяющее условию /* 0 ... 0 ѵ г ) 

= f (v lt .... v r ) для всех v t £ V t (t = 1, .... r). 

Пусть V — векторное пространство над Р. Тензорная алгебра 
(<свободная алгебра ) над V, обозначаемая через Т (V), — это век¬ 
торное пространство 

РфКф(К0К)ф...ф ( У0У® •• • 0 D Ф • • • 

г раз 

вместе с операцией умножения, продолжающей естественные отоб¬ 
ражения 

( У0...0У ) х ( К0...0У )-> У0---0У , 

г раз s раз г + s раз 

(у, 0- • •0о г )х(а» 1 0- • •0а»,)і->і» 1 0- • •0»,0а»,0- • -0®,. 

Ясно, что Т (У) — ассоциативная алгебра над Р. 

(1.9.1) Пусть У — векторное пространство над Р , А — ассоци¬ 
ативная алгебра над Р и f: У А — линейное отображение . Су¬ 
ществует единственный изоморфизм алгебр /*: Т (V) Л, про¬ 
должающий /, такой что 

/* fai 0 • • • £*К) = / fax) • • • / far) fat € V). 

Доказательство. Пусть f r : У X ... X У (г раз) Л есть /--ли¬ 
нейное отображение, определенное формулой 

/г fax- • • • »r)=/fal) • • • / far)- 

Тогда существует единственное линейное отображение /* (У 
0 ... 0 У) (г раз) -*■ Л, для которого f* (ѵ г 0 ... 0 t/ r ) 
= f r (v u ..., і/ г ). Комбинируя отображение /о* P P, удовлетво¬ 
ряющее условию /о (1) — 1, с отображениями /*, мы получим ли¬ 
нейное отображение /*; Т (У)Л. Чтобы доказать, что /* — 
гомоморфизм, достаточно проверить, что /* (х 0 у) = /* (л:) /* (у) 
для х = х г 0 ... 0 х г и у = у ± 0 ... 0 y s . Но это сразу следует 
из определения отображения /*, равно как и единственность ото¬ 
бражения /*. Q 
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(1.9.2) Пустъ б £ End (У). Тогда существует единственное диф¬ 
ференцирование б* алгебры Т (У), для которого б*у = при 

ѵ е ѵ. 

Доказательство. Определим r -линейное отображение 

б г : У х ••• хУ - У0---0У , 

г раз г раз 


полагая 

Moj, • • •. ѵ г )= Г »і® ■ • • Ѳу/-іѲЧ-Ѳ у /+і® • • • 

/=1 

Далее рассуждаем, как при доказательстве (1.9.1). Q 

Пусть L — алгебра Ли. Рассматривая на L лишь структуру 
векторного пространства, образуем тензорную алгебру Т (L). 
Пусть I —двусторонний идеал в Т (L), порожденный элементами 
X 0 У — У 0 X — [X, У] для всех X, Y £ L. Универсальная 
обертывающая алгебра алгебры L — это ассоциативная алгебра 
Г (L)//. Мы будем обозначать Т (L)// через U (L), а умножение 
в U (L) записывать в виде ( и , и) ь—> да (и, ѵ £ U (L)). Отображе¬ 
ние L Т (L) порождает линейное отображение я: L -> U (L). 

(1.9.3) Пусть L — алгебра Ли над Р у А —ассоциативная ал¬ 
гебра над Р. Если f : L Л — линейное отображение , удовлет¬ 
воряющее условию / ([X, У ]) = / (X) / (У) — f (У) f (X) для всех 
X, У ^ L (т. £. / — гомоморфизм алгебры L в алгебру Ли Л), то 
существует единственный гомоморфизм /*: /7 (L) -> Л, (Зля которо¬ 
го f* о я = /. Обратно , если /*: (L) Л — гомоморфизм , то 

f* о я: L Л — гомоморфизм алгебр Ли. 

Доказательство. Линейное отображение /: L -> Л продолжается 
до гомоморфизма алгебр /*: Т (L) ->• Л, согласно (1.9.1). Далее, 
ядро гомоморфизма /* содержит /, поскольку 

/*(Х0У — У 0 X — [X, У])=/(Х)/(У)-/(У)/(Х) 

— /([X, У]) = 0. 

Следовательно, /* порождает гомоморфизм (L) Л, облада¬ 
ющий требуемым свойством; этот гомоморфизм определен однознач¬ 
но, поскольку я (L) порождает (L). Доказательство обратного 
утверждения еще проще, и мы его опустим. П 

В том частном случае, когда Л = End (У), где У —■ конечно¬ 
мерное векторное пространство, предложение (1.9.3) устанавливает 
обещанное взаимно-однозначное соответствие между представле¬ 
ниями алгебр L и U (L), 
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(1.9.4) Пустъ L — алгебра Ли над Р и б — ее дифференцирова¬ 
ние. Тогда существует единственное дифференцирование б* ал¬ 
гебры U (L), для которого б* о я = я о б. 

Доказательство. Согласно (1.9.2), б продолжается до некоторого 
дифференцирования б* алгебры Т (L). Далее, при X, Y £ L 

б *(Х®Г-У®Х-[Х, Y]) 

=і(6Х®К + Х®8К)-(6Г®Х + Г®8Х)-([6Х, У| “Н Х - бУ]) 

==;(8Х®У-Г®8Х-[6Х, У]) + (Х®8У-8К®Х -[X, 6У]), 

т. е. б*/ с: /. Отсюда следует, что б* порождает дифференциро¬ 
вание алгебры U (L), обладающее требуемым свойством. Q 

(1.9.5) Пусть L — алгебра Ли над полем Р, имеющая базис 
Х ІУ ..., Х п . Множество всех элементов вида 

(*) я(Х 1 Гі.-.-я(Х„)Ч 

где e t — произвольные неотрицательные целые числа , образует 
базис в U (L). 

Для экономии места мы лишь наметим доказательство этой 
теоремы, известной под названием теоремы Пуанкаре — Брикгоф- 
фа — Витта. Подробное доказательство можно найти, например, 
в книге [Джекобсон]. 

Набросок доказательства. Множество я (L) порождает U (L) и 
состоит из линейных комбинаций элементов я (Х х ), ..., я (X,.). Мы 
хотим показать, что элемент я (Х^) ... я(Х^) из U ( L ) является 
линейной комбинацией элементов вида (*), для которых е х + ... 
+ е п < k. Доказательство проводится индукцией по k , причем 
случай k = 1 очевиден. Рассмотрим шаг индукции k -> k + 1 
и элемент я(Х £ - ) ... я(Х £ - Л ). Докажем индукцией по і ІУ что этот 
элемент представим в виде линейной комбинации элементов вида 
(*), для которых е х + ... + е п < k + 1. Если і г = 1, то приме¬ 
няем предположение индукции к элементу я (Х, 2 ) ... я (X ik+i ) 
и получаем, что я (Х х ) я (X t - 2 ) ... я (X /jfe+i ) есть линейная комби¬ 
нация элементов вида 

я (Х х ) я (X^f 1 ... я (Х п У п , е 1 -\- ... -р £, 2 < k. 

Для произвольного і г = і > 1 мы видим снова, что я (X t -) 
•я (Х /з ) ... я (Х^ +1 ) является линейной комбинацией элементов 
вида 


я (X,) я (X// я (Х /+ 1 ) е /+і ... я (Х„)Ч 


Cj + ... + е п < k. 
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Если в этом выражении і < /, то наше утверждение доказано. 
В противном случае і > / и 

л (X,) л (Ху)*/... л (Х я )‘« = л (X,.) л (Х У .) л (Х/УГ 1 ... л (Х я )*« 

= [л (X,.), л (Х у )] л (Ху)*/' 1 ... л (Х п ) е п 

+ л (Ху) л (X,) л (Ху)*/' 1 ... л ( Х п ) е п. 

Здесь первое слагаемое представляет собой линейную комбина¬ 
цию требуемого вида, поскольку наше утверждение уже доказано 
для к, а второе — поскольку / < і. 

Доказательство линейной независимости элементов вида (*) 
проводится непосредственным образом. Пусть Z 0 — множество 
всех неотрицательных целых чисел и ZJJ — совокупность всех 
ц-наборов элементов H3Z 0 . Обозначим через Ѵ п векторное простран¬ 
ство всех функций из Z" в Р, отличных от нуля лишь в конечном 
числе точек. Мы можем рассматривать Ѵ п как множество всех 
конечных сумм вида £ а е ^ ... ^ (е и . . е п ), где (е и . . е п ) £ Zo 
и а е е п £ Р. Введем обозначение е,- = (0, О, 1, 0, ..., 0) 
(1 на і-ш месте). Решающий момент доказательства состоит в вве¬ 
дении умножения в Ѵ п , относительно которого Ѵ п становится ас¬ 
социативной алгеброй, причем {е ѵ ..., е п )= в* 1 ... е* Л , и если 

п 

[Х„ ^/1 = S c ijk^b 

k=l 


то 

8 / 8 / — 8 / 8 г = L C i j E k • 

Это можно сделать по индукции, в несколько приемов. Обозначим 
полученную алгебру через V (L). 

Так как отображение f: L V (L), определенное условиями 
/ (ЛД = е,-, і = 1, ..., /, является гомоморфизмом, то, согласно 
(1.9.3), существует гомоморфизм /*: U(L)->V(L), такой что 
/* о я = /. Поскольку 

n*(X/i ••• я(Х я )'») = (е,. .... е»), 

линейная независимость элементов из Z" в влечет за собой 
линейную независимость элементов вида (*). Q 

Замечание. Теорема (1.9.5) утверждает, в частности, что отобра¬ 
жение я: L -> (L) взаимно-однозначно. Используя это, мы будем 

в дальнейшем отождествлять L с я (L) с V (L) с помощью ото¬ 
бражения я. 
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(1.9.6) Пустъ L — алгебраЛи над Р. Если I и J — идеалыв U (L), 
имеющие конечную коразмерность , то идеал IJ также имеет ко¬ 
нечную коразмерность. 

Доказательство. Пусть X принадлежит L. Можно найти положи¬ 
тельные целые числа s, /, такие что 

X s — а в _ г Х s- 1 - floG /. 

X* - b t _ t X *- 1 -&о € / 

при некоторых а ]у b f £ Следовательно, X s+ * является линейной 
комбинацией элементов 1, X, Х 55 ^' 1 по модулю идеала IJ. 
Отсюда вытекает, что все X k , k > s + t y также являются линей¬ 
ными комбинациями элементов 1, X, X s+ * _1 по модулю IJ. 
Пусть Х ІУ ..., Х п — какой-нибудь базис в L. Каждый элемент 

(•) Ъ • • • ^ z 0 , 

можно записать по модулю идеала IJ в виде линейной комбинации 
элементов 

Х^...Х“ п п (0 <d t <s t + t t ), 

где числа s ( - и t t выбраны аналогично предыдущему. Но элементы 
(*) порождают U (L), в силу (1.9.5). Q 

Упражнение 1. Пусть L — абелева алгебра Ли размерности п. Тогда алгебра 
U (L) изоморфна кольцу многочленов от п переменных. 

Упражнение 2. Алгебра U (L) не имеет делителей нуля. 


1.10. Существование точных представлений 

Цель этого параграфа—доказательство следующей теоремы: 

(1.10.1) Теорема. Пусть L — алгебра Ли конечной размерности 
над полем Р характеристики 0 и N — ее ниль-радикал. Суще¬ 
ствует точное представление (У, /) алгебры L, такое что f ( N ) 
состоит из нильпотентных линейных преобразований. 

Логичнее было бы поместить доказательство этой теоремы в 
конце гл. 3, так как оно основано на разложении Леви и некото¬ 
рых результатах гл. 2. Однако мы докажем ее здесь, предполагая 
справедливость указанных результатов, поскольку 1) эта теорема 
превосходно иллюстрирует значение универсальной обертываю¬ 
щей алгебры и 2) она будет использована лишь при доказательстве 
одного факта о группах Ли (6.7.1). 

Известно несколько доказательств теоремы (1.10.1), принад¬ 
лежащих И. Д. Адо, Э. Картану, Хариш-Чандре, К. Ивасаве и 
другим. Мы будем следовать методу X. Цассенхауза. Для удобства 
разобьем параграф на четыре пункта. 
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(А) Начнем с одного элементарного факта теории ассоциатив¬ 
ных алгебр. (Напомним, что ассоциативные алгебры у нас всегда 
содержат 1.) 

(1.10.2) Пусть А —ассоциативная алгебра. Для всякого х £ А 
определим L (х), оператор левого умножения на х , формулой 
L (х) и = хи при и £ А. Тогда отображение 

А Э х t— > L (х) £ End (А) 
есть взаимно-однозначный гомоморфизм. 

Доказательство. Отображение L является гомоморфизмом, по¬ 
скольку для любых л*, у, и £ А 

L (х) L (у) и — L (х) (уи) — х (уи) = (ху) и = L (ху) и. 

Далее, гомоморфизм L взаимно-однозначен, так как L (х) = 0 
влечет L (х) 1 = х = 0. Q 

Что можно сказать о правом умножении R (х): и-* их ? 

В этом случае имеем R (х) R (у) = R (ух), т. е. R не является 
гомоморфизмом. Коснемся попутно вопроса: почему для нас удобно 
левое умножение и неудобно правое? Ответ прост: потому что мы за¬ 
писываем операторы из End (А) слева. Давайте записывать опера¬ 
торы из End (А) справа, а не слева, как мы привыкли; если обозна¬ 
чать образ элемента у £ А при отображении s £ End (А) через ys, 
то мы получим, что отображение х — R (х) — гомоморфизм. 

Пусть L — алгебра Ли над Р, U ( L ) — ее универсальная обер¬ 
тывающая алгебра и End ( U (L)) обозначает ассоциативную ал¬ 
гебру всех линейных преобразований векторного пространства 
U ( L ). Мы записываем образ элемента и С U ( L ) при отображении 
s £ End (U (L)) в виде us, т. е. рассматриваем U (L) как правый 
End (U (І))-модуль. Для х, у, и £ U (L), определяя R (х) форму¬ 
лой uR (х) = их, имеем R (х) R (у) = R (ху). 

Обозначим через U (L)* пространство, сопряженное к U ( L ), 
т. е. U (L)* — векторное пространство, состоящее из всех линей¬ 
ных отображений U (L) в Р. Для х, у £ U (L) и X £ U (L)* опре¬ 
делим R* (х) равенством (R* (х) X) (у) = X (ух). Ясно, что отобра¬ 
жение U (L) Э х -> R* (х) £ End (U (L)*) — гомоморфизм. 
Опуская символ R*, получаем 

(*) (хЦ (у) = А (ух) при х, У 6 и (L) и А £ U (L)* . 

Таким образом, f/ (L)* становится левым і/ (І)-модулем. 

Далее, пусть der (L) обозначает алгебру Ли всех дифференци¬ 
рований алгебры L. Будем рассматривать L как правый der (L)- 
модуль. Согласно (1.9.4), каждый элемент б алгебры der_(L) един¬ 
ственным образом продолжается до дифференцирования б алгебры 
U (L). Для любых б х , б 2 С der (L) мы имеем [6 Ь б 2 ] = 6 Х 6 2 —6 2 6 х . 
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Следовательно, ограничение отображения [б х , 6 2 ] на L совпадает 
с б х б 2 — б 2 б х = [6 lf б 2 ]. Таким образом, с помощью изоморфизма 
der (Я) Э б->б £ der (Я (Я)) алгебра Ли der (Я) может быть вло¬ 
жена в der (Я (Я)). 

(1.10.3) Пустъ G — алгебра Ли , Н — подалгебра , с L — идеал 
в G, такие что G = Я 0 Я. Пустъ , далее, U (Я) — универсальная 
обертывающая алгебра алгебры L. Для X £ Я обозначим через 
б (X) дифференцирование алгебры U (Я), определенное равенством 
Z - б (X) = [Z, X] при Z £ L. Тогда формула 

р (X + Г) = б (X) + Я (Г) для X £ Я, Г С L 

задает гомоморфизм из G в ді (Я (L)) (т. £. в алгебру End (Я (Я)), 
рассматриваемую как алгебра Ли). 

Доказательство. Так как Я : Я (Я) Э У Я ІУ) £ End (Я (Я)) 

— гомоморфизм, то Я : Я Э Е Я (К) £ дІ(Я (Я)) — гомомор¬ 
физм алгебр Ли. 

Из тождества Якоби, следует, что для любых Х ь Х 2 С Я 
б([Х А , Х 2 ]).= [б (Х х ), б (Х 2 ) ] 

на Я. Следовательно, это равенство выполняется тождественно на 
Я (Я). Таким образом, 

б:Я Э X и-> б (X) £ ді (Я (Я)) 

— гомоморфизм алгебр Ли. 

Далее, пусть X £ Я, К £ Я и х С Я (Я). Тогда 

х [б (X), Я (Г) 1 = *б (Х)Г — (хУ)-6 (X) 

= хб (X) Г — хб (X) У — х (Гб (X)) 
- -х [У, X] - xR ([X, У ]), 
т. е. [б (X), R (У)] = R ([X, У ]), или [р (X), р (Г) ] = 

= р№ У ])• □ 

(В) Пусть V — векторное пространство над Р и (V, /) — пред¬ 
ставление алгебры Я. Будем обозначать продолжение этого пред¬ 
ставления до гомоморфизма алгебры Я (Я) в End (Е) снова через /. 
(Впоследствии аналогичные замечания мы будем опускать.) Пусть 
End (V)* — пространство, сопряженное к End (Е). Под пред¬ 
ставляющей функцией, ассоциированной с представлением /, мы 
будем подразумевать функцию Я (Я) — Р вида А,о/, где 
£ End (Е)*. Обозначим через R (/) совокупность всех таких 
функций: 

R (/) = {X о/: X G End (Е)*} <= Я (Я)*. 

Очевидно, что Я (/) — конечномерное векторное пространство. 
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Пусть хи у принадлежат U (L), а X £ End (У) *. В силу (*), 
(х (к о /)) (г/) = (ко /) (г/х) = А, (/ (г/х)) = А, (/ (г/) / (х)). Положим 
Ѳ (s) = к ( sf (х)) при s £ End (У). Тогда 

х (к о f) = Ѳ о f и Ѳ G End (У*). 

Следовательно, х (к о f) £ R (/), т. е. (/) инвариантно отно¬ 
сительно U (L) при действии (*). 

(1.10.4) Пусть L —алгебра Ли над Р , У — векторное про¬ 
странство размерности т над Р и (У, /) — представление алгеб¬ 
ры L. Существует взаимно-однозначный гомоморфизм 

ф = (ф х , • • •, ф тУ- У —> mR (f) = R (/) © • • • ф R (/) (m раз), 
такой что 

Ф (/ (*) f) = (*-фі ( ѵ ), .... х-ф от (о)) 

для и £ V и х С: (Е)- 

Короче говоря, естественное представление алгебры L (или 
t/ (L)) в пространстве т/? (/) содержит данное представление (У, /). 

Доказательство. Так как dim У = т < оо, то dim У* = т. 
Пусть к ІУ A, m — базис в У*. Определим ср,-: V R (/) формулой 

Ф« (у) * = А,, (/ (х) о), х £ U (L), 

для t = l, т. Если ф (о) = (ф х (у), ф т (у)) = 0, тоф ( - (у) (1) = 
= А г (у) = 0 для всех і и потому у = 0. Следовательно, отображе- 
ние ф взаимно-однозначно. 

Далее-, имеем 

(Х-Ф і (у)) (у) = ф і (у) (г/х) = Я- (/ (г/х) у), 

(Фг (/ (*) у)) (У) = ^ (/ (У) / W у) = К (/ (г/х) у) 

(г = 1, т) и ф (/ (х) у) = (хф х (у), хср т ( ѵ )). О 

(С) Прежде чем приступать к наиболее существенной части 
доказательства, докажем одну лемму. 

(1.10.5) Пусть G — алгебра Ли, L — ее идеал и (У, г))) — ее вполне 
приводимое представление. Если ф (L) состоит из нильпотентных 
преобразований, то ф (L) = 0. 

Доказательство. Можно считать, что У Ф 0. Положим 1У = {у 
6 У'- Ф (L) у = 0). Ясно, что W ф 0 (в силу (1.3.4)) и ф (G) W 
с 1У (в силу (1.3.3)). Ввиду полной приводимости существует 
подпространство W' в У, такое что У = W ф W' и ф (G) W' 
с W'. Так как для каждого Y £ L ограничение преобразования 
ф (У) на 1У' также нильпотентно, то проведенное выше рассужде¬ 
ние применимо к W . Поэтому если W ф 0, то W f) W' ф 0, 
— противоречие. Итак, W = 0. Q 
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Перейдем теперь к решающей части доказательства. 

(1.10.6) (Цассенхауз) В предположениях теоремы (1.10.3), пусть 
(V , f) — представление алгебры L, а (V, f') —ассоциированное с 
ним вполне приводимое представление. Допустим , что f ([Я, L]) 
= 0. Тогда можно найти представление ( W , F) алгебры G, удовле¬ 
творяющее следующим условиям : 

(i) V а W и f (Y) = F (Y) на V для всех Y £ L. 

(ii) Обозначим через ( W , F') вполне приводимое представление , 
ассоциированное с F. Тогда ker F' :э ker 

(iii) Если эндоморфизм adX |l нильпотентен для всех X £ Я, 
mo F' (Я) - 0. 

Доказательство. Обозначим представления алгебры U (L), от¬ 
вечающие представлениям f и/' алгебры L, снова через / и /'. 
Далее, обозначим через / и /' соответственно ядра представлений / 

И Г в и (L). Пусть о = Ѵ 0 5 П 5 ■■■фѴ к =Ѵ — композици- 

онный ряд / (Я)-инвариантных подпространств. Заметим, что он 
является также композиционным рядом f (U (/.))-инвариантных 
подпространств, поскольку L порождает Я (L). Пусть /п у = 
= dim V j — dim Vj_ г для j = 1, ..., k. Тогда, выбирая подходя¬ 
щий базис в V, эндоморфизмы /(*),*£ /', можно одновременно 
привести к виду 

0 , * 

о 2 


®k) 

где 0у обозначает т } - х т у -матрицу, состоящую из одних нулей, 
и т х + т 2 + ... + mk — т. Для любых х І9 ...» х т £ /' мы имеем 
f (х г ... Х т ) = f (%) ... / (*m) = 0, И потому (/') d /. 

Пусть р: Я (G) -> End (Я (L)) — продолжение построенного 
в (1.10.3) гомоморфизма р алгебры G в gl (Я (L)). Так как Г — 
идеал в Я (L), то /'р (L) = /'L с /'. Аналогично из равенства 
/' ([Я, L]) = 0 получаем, что /р (Я) d Г. Следовательно, /'р (G) 
а Г и потому (/') т р (G) с; (/') т . Значит, ( Г) т есть р ((G))-hh- 
вариантное подпространство в Я (L). Положим S = U (L)/(/') m . 
Так как Г имеет конечную коразмерность в Я (L), то, согласно 
(1.9.6), тем же свойством обладает ( І') т . 

Итак, S является конечномерным векторным пространством и 
в то же время правым Я (Я)-модулем. Это означает, что отображе¬ 
ние 


U(G) Э х ь~> ро (х) С End (S) 
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где (у + (Г) т ) Ро (х) = ур (х) 4- (. І') т при у £ U (L), задает не¬ 
которое представление (5, р 0 ) алгебры U (G). 

Пусть R (/) — векторное пространство всех представляющих 
функций, ассоциированных с представлением /. Поскольку ( Г) т 
с= ker /, R (/) можно отождествить с некоторым подпространством 
в S*, сопряженном к 5. Положим W = mS* = S* ® ... @ S* 

(т раз). Тогда мы имеем следующую последовательность взаимно¬ 
однозначных линейных отображений: V -> mR (/) -> mS* = 
Полагая (ро (X) р) (s) = р (sp 0 (X)) для X £ G, s £ S, р £ S*, 
мы получим некоторое представление ро: G->gI(S*). Обозна¬ 
чим через F представление алгебры G в W, задаваемое формулой 
F = Ро Ѳ ••• Ѳ Ро (щ раз). Из нашего построения вытекает, 
ввиду (1.10.4), что ( W , F) удовлетворяет условию (і). 

Далее, поскольку р 0 (( Г ') т ) = 0, то ро ((/') т ) = 0 и F ((Г) т ) 

— 0. Следовательно, для любого Y из подпространства Г П 
совпадающего с ядром представления L -> gl (У), эндоморфизм 
Z 7 (F) нильпотентен, а значит и F' ( Y ) нильпотентен. Так как пред¬ 
ставление F' вполне приводимо, то F' (F) = 0, согласно (1.10.5). 
Тем самым доказано (іі). 

Наконец, предположим, что ad X \ L является нильпотентным 
эндоморфизмом для каждого X С Я. Пусть б (X) — дифферен¬ 
цирование алгебры U (L), определенное формулой Y-8(X) = 
= [Y,X] при Y С L. Для k = 0, 1 , 2, ... положим 

U k {L) = P + L+L*+ - + L k a U (L), 

где L 2 - LL, L 3 - L 2 -L, ... . Тогда U k (L)-6 (X) c= U k (L), и 
эндоморфизм б (X) нильпотентен на U k (L). С другой стороны, по¬ 
скольку (/') т имеет конечную коразмерность в U (L), найдется 
такой номер k y что U k (L) + ( І') т = U (L). Следовательно, су¬ 
ществует натуральное число г, для которого U (L)- б (X) r d (/') w 
ро (Х) г = 0. Отсюда вытекает, что эндоморфизм р* (X) нильпо¬ 
тентен и потому F (X) нильпотентен. Мы видели также, что F (Г 
П L) состоит из нильпотентных эндоморфизмов. Но Г f| L — 
идеал в G, так как [Я, Г П L] а [Я, L] cz /' П L и [L, Г 
П L] cz Г П L. Поэтому, согласно (1.3.9), F (Я + (/' П L) со¬ 
стоит из нильпотентных эндоморфизмов. Поскольку Я + Г П L 

— идеал в L, мы можем снова применить (1.10.5) и заключить, что 
F' (Я + (/' П Ц) = 0. D 

(D) Теперь мы в состоянии доказать теорему (1.10.1), если при¬ 
мем без доказательства следующее утверждение: 

(1.10.7) Flycmb L —конечномерная алгебра Ли над полем Р ха¬ 
рактеристики 0 , и пусть R — радикал , а N — ниль-радикал ал¬ 
гебры L. Тогда 

a) [L, R] а N (2.1.7); 
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Ь) существует полу простая подалгебра S в L, такая что L = 
= S + R (3.5.1). 

Сохраняя обозначения из (1.10.7), обозначим еще через Z центр 
алгебры L. Ясно, что L =э R =э N =э Z. Представление (L, ad) 
алгебры L имеет своим ядром Z. Если нам удастся построить пред¬ 
ставление (У, /) алгебры L, точное на Z, то представление (L, ad) 
@ (1/, /) будет точным на L. Далее, если / (N) состоит из нильпо- 
тентных эндоморфизмов, то тем же свойством обладает (ad @ /) ( N ). 
Построим представление (У, /), используя (1.10.6) и (1.10.7). 

Если Z = 0, то доказывать нечего. Предположим поэтому, 
что dim Z = п > 0. Имеется масса точных представлений алгеб¬ 
ры Z. Например, если Х ъ ..., Х п — базис в Z, то 

/о а і 

Z Э х = а.Х, + . • • + а п Х п ->/ 0 (X) = ° ° 

\0 0 

— точное представление нильпотентными матрицами. Поскольку 
алгебра N нильпотентна, существует цепочка ее идеалов: Z = 
= N 0 czN 1 cz...czN r = N, в которой dim (А7 І -/Л7,-_ 1 ) = 1. Более 
подробно, N l = N { _ х + PX t , где X t С N. Допустим, что (ІЛ_і, 
Д_і) — представление алгебры N t _ ly отображающее каждый эле¬ 
мент X £ Л/ г , : _ 1 в нильпотентный эндоморфизм. В таком случае 
ассоциированное вполне приводимое представление (Ѵ7_ ь /Д_і) 
тождественно равно 0, и эндоморфизм ad X,- Ц г нильпотентен. 
Следовательно, выполняется условие из пункта (ііі) предложе¬ 
ния (1.10.6), и данное представление можно продолжить до такого 
представления ( ѴТ , /Д алгебры N iy что f'i (ХД = 0. Поскольку 
к тому же ker /;• =э ker г = Х*_і, то f'c (N t ) = 0 и ft ( N t ) состоит 
из нильпотентных элементов. Таким образом, можно построить 
представление (V n f r ) алгебры N, образ которого f r ( N ) состоит из 
нильпотентных эндоморфизмов и которое точно на Z. 

Пусть dim ( R/N ) = s. Выберем такие элементы УД ..., Y S1 что 
R = N + РУ Х + ... + РУД и положим Rj = N + PY х + ... 
+ PYj (/ = 0, 1, ..., s). Поскольку [/?, /? ] с= ДА, все Rj — идеалы 
в R t откуда следует, снова в силу (1.10.6), что любое представле¬ 
ние алгебры Rj_ ± может быть продолжено до представления ал¬ 
гебры Rj. Так как f' r = 0, то ввиду (1.10.6), (іі), можно считать, 
что каждый элемент X из N переводится в нильпотентный эндо¬ 
морфизм. 

Наконец, полученное представление алгебры R продолжается 
до представления алгебры L, ибо L = S R и [S, R] а N. Q 
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Глава 2 


ПОЛУПРОСТЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ 


В этой главе мы будем изучать полупроетые алгебры Ли над 
полями характеристики 0. Структура и классификация таких ал¬ 
гебр детально исследовались, начиная с конца девятнадцатого 
столетия. Большая часть известных результатов относится к слу¬ 
чаю Р = Р. 

Наша первая цель — показать, что алгебра Ли над полем ха¬ 
рактеристики 0 полупроста тогда и только тогда, когда она невы- 
рожденна. Ввиду (1.5.6) это позволяет свести изучение полупро- 
стых алгебр Ли к изучению простых алгебр Ли. Основной ин¬ 
струмент здесь — это разложение по корневым подпространствам, 
получающееся при ограничении присоединенного представления 
на подалгебру Картана. В §§ 2.1—2.6 дается классификация про¬ 
стых алгебр Ли над алгебраически замкнутыми полями характе¬ 
ристики 0. Оказывается, что, помимо семейств классических ал¬ 
гебр Ли, существует лишь пять простых алгебр Ли. 

На протяжении всей этой главы предполагается , что основное 
поле Р имеет характеристику 0. 

2.1. Полупростые алгебры Ли 

Пусть L — алгебра Ли над Р = Р, и пусть 
(1) L = L( O)®L(a 1 )0---®L(a ik ) 

— ее разложение на корневые подпространства относительно под¬ 
алгебры Картана L (0) = І 0 . Пусть V — векторное пространство 
над Р и (К, /) — представление алгебры I. Так как отображение 
І 0 Э X ь-> / (X) £ gl (У) является представлением нильпотент¬ 
ной алгебры Ли, то мы получаем разложение пространства V 
в прямую сумму 

< 2 ) Г = Г(А 1 )0Г(Я 2 )0..., 

где ^(/ = 1,2,...) — функции из І 0 в Р и для любого X £ Іо 
пространство V (\-) содержится в обобщенном собственном под¬ 
пространстве эндоморфизма f (X), отвечающем собственному зна¬ 
чению (X) (согласно (1.3.11)). Функции а ъ а 2 , ..., Іі, в силу 
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(1.4.9), линейны; функции X t называются весами алгебры L отно¬ 
сительно подалгебры Картана L 0 (и представления (У, /)). Разу¬ 
меется, функции а ъ ..., a k можно считать попарно различными, 
поэтому существует такой элемент X С L 0 , что все числа (X) 
отличны от нуля и друг от друга. При таком выборе X подпростран¬ 
ства L (а г ) совпадают с обобщенными собственными подпростран¬ 
ствами эндоморфизма ad X, отвечающими собственным значениям 
a t (X). Следовательно, ввиду (1.2.2), [L (a,), L (а у ) ] содержится 
в собственном подпространстве, отвечающем собственному значе¬ 
нию a i (X) + olj (X), т. е. в L (а і + а у ). Таким образом, 

(3) [L (а), L (Р)] (= L (а + Р), 

где а, Р — корни (или 0). Аналогичное рассуждение, только с ис¬ 
пользованием (1.2.1), дает 

(4) L (а) У (X) <= У (а + X). 

В (3) 'И (4) по-прежнему подразумевается, что L (а + Р) = 0, 
если а + Р (= 7 ^= 0 ) не является корнем, и У (а + X) = 0, если 
а + X не является весом. 

(2.1.1) Если а и —а — корни или а = 0, 

Х + 6І(а), X_CL(- а), Х 0 = [Х + , X_)CL 0 

и X — вес у то X (Х 0 ) = га (Х 0 ), где г — некоторое рациональное 
число. 

Доказательство. Предположим сперва, что а = 0. Так как под¬ 
алгебра L 0 разрешима, то, согласно (1.4.7), / (L 0 ) состоит из эндо¬ 
морфизмов, имеющих верхне-треугольные матрицы относительно 
подходящего базиса в У, и, значит, [/ (L 0 ), / (L 0 ) 1 состоит из 
нильпотентных эндоморфизмов. В этом случае X (Х 0 ) = 0, по¬ 
скольку Х 0 С 4 й = [L 0 , Ь 0 ]. 

Пусть теперь а Ф 0. Подберем неотрицательные целые числа / 
и k , для которых X — /а, ..., Я—а, А,, А, + а, ..., X + /га являются 
весами относительно L 0 и (У, /), а А, — (/ + 1) ос и А, + (k + 1) а 
таковыми не являются. Положим 

U = V (X — /а) Т - ... 4~ У(А) + ... + У (А + /га). 

Согласно (4), /У инвариантно относительно Х + , Х_ и L 0 . Положим 
m (і) = dim У (А + /а). Тогда 

k k 

trc//(X 0 )= tr^(x+/a)/(X 0 ) = w (/) (A-f-ta) (X 0 ). 

*=— / *=— / 
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С другой стороны, так как Х 0 = [Х + , Х_], то tr v f (Х 0 ) = 0. Сле¬ 
довательно, 2т (і) (к + іа) (Х 0 ) = 0 , т. е. 

М*о)=* «W □ 

(2.1.2) Пусть L — алгебра Ли над Р и В — ее форма Киллинга. 
Алгебра L разрешима тогда и только тогда , когда В = 0 на 
L n) = [L, L ]. 

Доказательство. Предположим, что алгебра L разрешима. Рас¬ 
ширяя поле коэффициентов Р до Р, мы получим в силу 1.6, что 
алгебра Ь р разрешима и L (1) a (L (1) ) p = (L p ) (1) . С другой сторо¬ 
ны, согласно теореме Ли, при некотором выборе базиса в Ь р ма¬ 
трицы всех эндоморфизмов ad X (Х£ (L p ) (1) треугольны, причем 
их диагональные элементы равны 0, поэтому tr (ad X-ad Y) = 0 

при X, FC(L P ) (1) . Следовательно, В = 0 на L (l) . 

Докажем обратное утверждение. Допустим вначале, что Р — Р. 
Пусть В = 0 на L (1) . Так как L (1) = ^ja, р=о, a v ...,a k IX (a), 
L (P)] и [L (a), L (P)] c= L (a + P), где {a ly ..., a k } — совокуп¬ 
ность всех корней, то 

L 0 П L U) = E(L(a), L (—a) ]. 

Следовательно, если мы предположим, что L — L (1) , то придем к 
выводу, что всякий элемент из L 0 является линейной комбинацией 
элементов вида Х 0 из (2.1.1). Положим dim L (а г ) = п г Так как 
для каждого X С L 0 матрица эндоморфизма ad X относительно 
некоторого базиса в L треугольна и имеет диагональные элементы 

0, 0,. . ., 0, а г (X),. . .,04 ( X),. . ., a k {X) y . . . ,о^(Х ), 

п (1) раз я (fe) раз 


то В (X, X) — 2 ? = і п (/) а/ (X) 2 . Выбрав элемент Х 0 , как в (2.1.1), 
получим, что a t (Х 0 ) = г ( і ) а (Х 0 ), где г (і) С Q (простое под¬ 
поле в Р), и В (Хо, Х 0 ) = (L?=i^(0 т (О 2 ) се (Х 0 ) 2 . Поэтому из 
равенства В (Х 0 , Х 0 ) = 0 следует, что а (Х 0 ) = 0 и а с (Х 0 ) = 0, 
і — 1, ..., k. Поскольку всякий элемент из L 0 есть линейная ком¬ 
бинация элементов вида Х 0 , то a t = 0 при і = 1 , ..., k, т. е. L = 
= L 0 — нильпотентная алгебра. Но это противоречит предполо¬ 
жению о том, что L = L (1) . Таким образом, L =£ L (1) . Так как 
форма Киллинга В г алгебры L (1) является ограничением формы В 
на L (1) , то В х = 0 на L (2) = (L (1) ) (1) . Следовательно, разрешимость 
алгебры L устанавливается индукцией по dim L. 
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Предположим, наконец, что Р ф Р. Если форма Киллинга В 

равна нулю Ha^L (1) , то форма Киллинга алгебры Ь р равна нулю 

на (L<T =.(£')"> И, значит, алгебра L p разрешима. Следователь¬ 
но, и L разрешима. Q 

(2.1.3) Всякая полупростая алгебра Ли невырожденна. 
Доказательство. Пусть L — полупростая алгебра Ли и В — ее 
форма Киллинга. Тогда = {X £ L : В (X, L) = 0} есть идеал 
в L, в силу (1.5.2). Следовательно, форма Киллинга алгебры 
является ограничением формы В на /Д. С другой стороны, В (L 1 , 
L x ) = 0. Из (2.1.2) вытекает поэтому, что алгебра L 1 разрешима 
и, значит, L J ' = 0 . Q 

Используя (1.5.6), (1.5.8), (1.6.1) и (2.1.3), мы можем доказать 
следующую теорему о полупростых алгебрах Ли: 

(2.1.4) Теорема . Пусть L — полупростая алгебра Ли над Р. 

1 ) L разлагается в прямую сумму простых идеалов , причем это 
разложение однозначно с точностью до порядка слагаемых. 

2) Идеалы и факторалгебры алгебры L полу просты. 

3) L = L (1) . 

4) Алгебра L полна. 

5) Для всякого расширения Р поля Р алгебра L p полупроста. 

Доказательство. Утверждения 1) и 3) — 5) уже доказаны выше. 
Докажем 2). Пусть А — идеал в L. Тогда А ± = {X £ L: В (X, 
А) — 0} и А П = С — также идеалы. Форма Киллинга ал¬ 
гебры С является ограничением формы В на С и потому равна нулю. 
Следовательно, алгебра L разрешима, в силу (2.1.2). Поскольку L 
полупроста, то С = 0, так что форма Киллинга алгебы А невы¬ 
рожденна. Так как (Л - 1 )- 1 = Л, то А 1 П (^ _L ) == 0» откуда следует, 
что В невырожденна на А 1 -. Но А 1 - = L /А и, значит, факторалгеб- 
ра L /А невырожденна. Q 

(2.1.5) Пусть L и Н — алгебры Ли над Р и R — радикал алгебры L. 

1) Если f — гомоморфизм L на Я, то f (R) — радикал ал¬ 
гебры Я. 

2 ) L = L (1) + R. 

Доказательство. 1) Пусть Л — ядро гомоморфизма f. Фактор- 
алгебра LI (А + R ), как гомоморфный образ полупростой алгебры 
Ли L/R , полупроста. Поскольку Hlf (R) = L/Л(Л + R)IA 
= LI (Л + Я), то алгебра Hlf (R) тоже полупроста. Далее, f (R) 
— разрешимый идеал алгебры Я. Следовательно, / ( R ) — радикал 
алгебры Я. 
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2) Так как алгебра L/L (1) абелева, она совпадает со своим 
радикалом, и, в силу 1), ( R + L ( 1 ) )/L (1) = L/L (1) . Q 

Пусть L — алгебра Ли. Всякая подалгебра А в L, инвариант¬ 
ная относительно всех дифференцирований алгебры L: der (L) А 
с= А у называется характеристической. Характеристические под. 
алгебры являются идеалами. Для любых X, Y С L и б С dar (L^ 

б [X, Л - [ 6 Х, Г] + [X, 6 Л, 

и потому L (1) — характеристическая подалгебра. 

(2.1.6) Радикал является характеристической подалгеброй. 

Доказательство. Обозначим через A L ортогональное дополнение 
к А относительно формы Киллинга В. Из упр. 4 § 1.5 следует, 
что если подалгебра А характеристическая, то и Л ( 1 ) тоже. По¬ 
скольку L (1) — характеристическая подалгебра, достаточно дока¬ 
зать, что К = (В п) ) ± совпадает с радикалом R алгебры L. 

Так как В (К а \ К а) ) с В (L (1) , К) = 0, то К — разрешимый 
идеал (ввиду (2.1.2)). Следовательно, R К, и, значит, достаточно 
показать, что В (L (1) , R) = 0. 

Предположим вначале, что Р = Р. Выберем какую-нибудь 
максимальную цепочку идеалов в L: 

L = L k _ x J • • • 5? U = 0. 

Для i = 1, 2, ..., & обозначим через Д представление алгебры L, 
индуцированное присоединенным представлением на LJL^. По¬ 
скольку между L w и L t нет идеалов, все представления Д непри¬ 
водимы. Так как Д (/?) — радикал алгебры Д (L), то, согласно 
(1.4.11), Д (/?) с: РД, где 1 г -—тождественное преобразование 
LJL^. С другой стороны, tr Д (L (l) ) = 0. Следовательно, для 
любых X £ Ь п) и Y £ R мы имеем tr (Д (X) Д (F)) = 0, а по- 
тому В (X, Y) = I'Ll tr ft (X) ft (Y) = 0. 

Общий случай легко сводится к случаю Р = Р. Q 

(2.1.7) Пусть L — алгебра Ли> R — ее радикал , N — ее нильра¬ 
дикал и R x —радикал алгебры L (1) . Тогда R x = L (1) П R и R ± 
является нильпотентной характеристической подалгеброй . Далее , 
для всякого представления (У, /) алгебры L эндоморфизм f (X) 
нильпотентен при любом X £ Кроме того , [L, /?] с= X. 

Доказательство. Из равенства L (1) + 7? = L следует, что алгебра 
L ( 1 ) /L (1) П = L/7? полупроста и L (1) f| ^ — разрешимый идеал 
в L (1) . Следовательно, = L (1) f| /?. Поскольку L (1) и —ха¬ 
рактеристические подалгебры в L, тем же свойством обладает и R x . 
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Предположим теперь, что Р = Р, L — алгебра Ли над Р, V 
— векторное пространство над Р и V (/) — представление алгебры 
L. Пусть V = V k ^ • • • -р Ѵ 0 = 0 — композиционный ряд для V. 
Для каждого і = 1, 2, k обозначим через f t представление 
алгебры L в V t /V і_ І9 индуцированное представлением f. Из не¬ 
приводимости представлений (VJ\f t _ ly f t ) вытекает, в силу (1.4.11), 
что все алгебры (f t (L)) (1) полупросты. Если теперь через A t мы 
обозначим ядро представления Д-, то из соотношений 

L (1, /L (1) (L (1) + = (fi (L)) n) 

получим, что L (1) П R t и, значит, f t (R^ = 0. Отсюда вы¬ 

текает f (X) Vi с: Ѵі_ г для любого X £ R ly так что f (X) k = 0. 

Перейдем к рассмотрению общего случая. Пусть L — алгебра 
Ли, V — векторное пространство над Р и ( V , /) — представление 
алгебры L. Пусть Х ъ ..., Х п — базис в L. Полагая для любых 
а ъ ..., а п £~Р 

f p (а х Х 1 + • • • + апХп) = Яц (^і) + * * * + (^«)> 

мы определим представление (У р , Р) алгебры Ли If . Коммутатор¬ 
ная алгебра алгебры Lf совпадает с (Ь^)^ у а радикал алгебры 
(L (1 >) p равен Pf (упр. 4). Следовательно, если X С Ri> то эндо¬ 
морфизм / р (X) нильпотентен, а значит, и f (X) нильпотентен. 

Итак, нам известно, что эндоморфизм f (X) нильпотентен для 
любого X С Ri и любого представления /. В частности, ad X 
нильпотентен. Отсюда следует, что R x — нильпотентный идеал и 
с= N. Поэтому [L, R] а [L, L] П R = R ± а N. Q 

Пусть V — векторное пространство над Р и Р — расширение 
поля Р. Тогда gl ( V ) естественным образом вкладывается в gl (Ѵ р ). 
Мы опустим доказательство следующей теоремы из общей алгебры: 

(2.1.8) Если подмножество 2 алгебры gl ( V) вполне приводимо , то 
оно вполне приводимо как подмножество в gl ( Ѵ р ) у и обратно. 

(2.1.9) Если алгебра Ли L обладает вполне приводимым точным 
представлением (V, /), то она является прямой суммой своего центра 
и некоторого полупростого идеала. 

Доказательство. Предположим сперва, что Р = Р, L — алгебра 
Ли над Р и V — векторное пространство над Р. Пусть V разлагает¬ 
ся в прямую сумму минимальных инвариантных относительно L 
подпространств Ѵ ІУ ..., V k . Для любого X £ L обозначим через 
fi (X) (і = 1, 2, ..., k ) ограничение эндоморфизма f (X) на V t . 
Тогда ( V ІУ есть неприводимое представление алгебры L. Пусть 
А( — ядро представления f t (і == 1, ..., k). Тогда А х f) ... Г \ A h 
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= 0. Обозначим через R радикал алгебры L. Тогда радикал ал¬ 
гебры Д (L) равен Д (/?) и (Д (L)) (1) = Д В силу (1.4.11), 

Д (L (1) ) П Д (/?) = 0. Следовательно, L (1) П Л cz Л,- для всех 
Д и потому L (1) П Л = 0. Отсюда вытекает, в силу (2.1.5), 2), что 
L = L (1) @ # (прямая сумма). Поскольку L (1) ^ L//?, алгебра 
L (1) полупроста. С другой стороны, из включения [L, R] cz L (l) 
П R = 0 следует, что R содержится в центре. Так как центр всегда 
содержится в радикале, то R совпадает с центром. 

Рассмотрим теперь общий случай. Пусть L — алгебра Ли и 
(1/, /) — ее представление. Расширим поле коэффициентов Р про¬ 
странства V до Р и построим пространство Ѵ р . Пусть L — вектор¬ 
ное пространство над Р, порожденное f (L) в д!(У р ). Очевидно, 
что L есть алгебра Ли над Р. Если множество f ( L ) вполне приво¬ 
димо в gl (У), то, согласно (2.1.8), оно обладает тем же свойством 
и как подмножество в gl (У р ). Следовательно, существует полу¬ 
простой идеал S в L, такой что L = S © Z, где Z — центр L. 
Пусть R — радикал алгебры L. Тогда подпространство Р, поро¬ 
жденное / (R) в gl (У р ), есть разрешимый идеал в L. Значит, 
/ (R) a R a Z. Кроме того, / (L (1) ) = (/ (L)) (1) с= L (1) = S. Сле¬ 
довательно, / (R) П / (L {1) ) = 0, т. е. R П L a) = 0. Отсюда вид¬ 
но, что алгебра L (1) полупроста и R — центр алгебры L. Q 

Упражнение 1. Множество и (т) = { (s/y) £ gl (m, С): s/y + = 0 для i, 

j = 1, 2, ..., m} образует алгебру Ли размерности m 2 над R. Каждая подалгебра 
в и (т) является прямой суммой своего центра и полупростого идеала. 

[Набросок доказательства. Определим скалярное произведение в С т фор- 

мулой ((а 1 , а т ), (& г Ь т ))= Y й і Ь г Тогда У словие s = ( s ij) € и (т) 

можно записать в виде ( sa , b) + (a, sb ) = 0 для всех а, Ъ £ С т (где элементы 
С т рассматриваются как векторы-столбцы). Пусть £ — некоторое подмноже¬ 
ство в и (т). Если векторное пространство U С С т инвариантно относительно £, 
то его ортогональное дополнение (по отношению к введенному выше скалярному 
произведению) также инвариантно относительно £. Следовательно, £ вполне 
приводимо.] 

Упражнение 2. Пусть L — алгебра Ли и В — ее форма Киллинга. Тогда под¬ 
алгебра L- 1 = {X £ L: В ( X , L) = 0} совпадает с ниль-радикалом алгебры L. 
Эта подалгебра является характеристической, и каждый нильпотентный идеал 
алгебры L содержится в L x . 

Упражнение 3. Радикал коммутаторной алгебры L (1) алгебры L равен пере' 
сечению всех максимальных идеалов в L. 

Упражнение 4. Пусть L — алгебра Ли над Р, a R — ее радикал. Для любого 
расширения Р поля Р радикал алгебры L p равен R p . 

2.2. Разложение по корневым подпространствам 

Пусть g — полупростая алгебра Ли над Р = Я, В — ее форма 
Киллинга, 1) — ее подалгебра Картана и 

9 = 1? + 3 ( а ) + 0 (Р) + • • • > f) — 9 (0)» 
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— ее разложение по корневым подпространствам. Обозначим через 

I)* векторное пространство, сопряженное к I). Пусть 4 ctf — мно¬ 
жество всех корней {ос, р, положим А = A U {0}. 

(2.2.1) Если ос, Р£А и ос р 0, то В (g (ос), g (Р)) = 0. 

Доказательство. Для X £ g (а) и Y £ g (Р) положим а = ad X 
•ad Y. Тогда, ввиду (1.2.2), для любого у £ А 

ад (у) с д (у + а + Р). • • •. (?) С ?(т+М« + Р)), • • • • 

Так как А — конечное множество, то для некоторого достаточно 
большого k мы имеем у + k (ос + Р) Ф А и g (у + k (ос + Р)) 
= 0, откуда следует, что o k g (у) = 0. Поскольку это справедливо 
для всех у, эндоморфизм о нильпотентен и tr о = 0 . П 

(2.2.2) 1) Ограничение В^ формы В на I) невырожденно. 

2 ) Алгебра I) абелева. 

3) А порождает (как линейное пространство). 

4) Если ос £ А, то — ос £ А. 

Доказательство. 1) Предположим, что Я £ I) и В (Я, ty) == 0. 
Так как, в силу (2.2.1), В (Я, g (а)) = 0 для любого ос £ А, то 
Я (Я, д) = 0 и Я = 0. 

2) Заметим, что для любых Н І9 Я 2 £ § 

Р Л (Я 1( Я 3 ) = Д(Я 1> Я 2 ) = S' (сііш в (а))а(Я 1 )а(Я г ). 

а£ А 

Если # 2 € f) (1) > т0 а (Яі) = 0 при а £ Д и, значит, (Я ь Я 2 ) 
= 0. Согласно 1), отсюда следует, что Н 1 = 0. 

3) Пусть Я 0 — такой элемент алгебры 1 ), что а (Я 0 ) = 0 для 
всех а £ А. Тогда В (Я 0 , Я) = 0 для любого Я £ ди, следователь¬ 
но, Я 0 = 0. 

4) Если g (—а) = 0, то, в силу (2.2.1), В (д (а), д (а)) = 0 и, 
значит, д (а) = 0 . Q 

Введем в 1 ) скалярное произведение по формуле 
(X, Г>=В(Х, F)= S (dim о (а)) а (X) а (V) (X, Y £1)). 

а £ А 

Поскольку форма Bjj невырожденна, для каждого Я £ 1 )* суще¬ 
ствует единственный элемент Я*, £ 1 ), такой что Я (Я) = (Я 
Я) при всех Я £ 1 ). Это позволяет определить невырожденное, 
скалярное произведение в формулой 

<Я, р> = <Я Ь Я ц ) = Я (Яд) = р (Я,) (Я, р <Е Г). 
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(2.2.3) (а, а) Ф О при а £ А. 

Доказательство. Поскольку алгебра I) абелева и ad h -g (a) cz g (а), 
то, согласно (1.4.6), в g (а) найдется такой элемент Е а Ф 0, что 
(ad I)) Е а а. РЕ ау т. е. [Я, £ а ] = а (Я) £ а для всех Я £ Л). 
В силу (2.2.1), найдется такой элемент X £ g (—а), что В (£ а , 
X) Ф 0. Не уменьшая общности, мы можем считать, что В ( Е аі 
X) = 1. Тогда [£ а , X] £ [д (а), д (—а)] а Ь и для любого 

<[£ а , X], Я> = В([£ а , X], Я) = В ([Я, В а ], X) — а (Я) В (£ а , а (Я), 

откуда следует, что [В а , X] = Я а . 

Так как В а £ g (а), X £ g (—а) иЯ а = [Я а , X], то, согласно 
(2.1.1), для любого р £ А 

<Р, а) = р (Я а ) -= га (Я а ) = г (а, а), где г (= Q. 

Допустим, что (а, а) = 0. Тогда (р, а) = 0 для всякого р ^ Д 
и, следовательно, а = 0, поскольку Д порождает 1 )*. Тем самым 
мы пришли к противоречию. Q 

(2.2.4) dim q (а) = 1 для любого а £ А. Если а £ А и koc f А 
(& £ Z), mo k = ± 1 . 

Доказательство. Как и при доказательстве (2.2.3), выберем такие 
элементы £ а £ g (а) и X £ g (—ос), что [Я, £ а ] = а (Я) £ а для 
всех Я £ 1) и [В а , X] = Я а , и положим 

оо 

к — яв а + ^ + S g (—/а). 

/=і 

Ясно, что V инвариантно относительно ad £ а , ad X и ad Я а . По¬ 
скольку [£ а , X ] = Я а , то tr K (ad Я а ) = 0. С другой стороны, 

tr v (ad HJ = ^ 1 — Б / dim g (-- ja)J (а, а). 

Так как (а, ос) Ф 0, то 

2 j / dim'g (—/а) = dim g (—а) + 2 dim g (— 2 а) -f- • • • = 1 . 

/ 

Поскольку g (— а) Ф 0, отсюда следует, что dim g (— ос) = 1 и 
g (—/а) = 0 при / = 2,3, ... . Далее, заменяя а на —а, находим, 
что dim g (а) = 1 ид (joc) = 0 при j = 2, 3, ... . Q 

Объединяя полученные выше результаты, заключаем, что спра¬ 
ведлив^ 



60 Гл. 2. Полу простые алгебры Ли 


(2.2.5) Теорема. В каждом из (< одномерных ) подпространств 
g (а), а £ А, можно выбрать базисный вектор Е а так , то 


причем выполнены следующие условия: 

1) подалгебра I) абелева и [Я, Я а ] = а (Я) Я а (а £ А) при 
Я £ I); в частности , ad Я есть полупростое линейное преобразо¬ 
вание; 

2 ) [£■„, £ э ] = Я а , р £ а+р (Я а . р £ Р) при а + Р ф 0; 

3) [Е а , Е_ а ] = — Н а и В (Е а , Е_ а ) = —1 (знак минус перед Я а 
окажется удобным в дальнейшем ); 

4) если а С А и ka £ А (£ £ Z ), то k = ±1; 

5) В (Н + I х а Е а , Я' + L *;Я,Л = В(Я, Я')- J] Х а х1 а , 

\ а£ А а£ Я / а(; А 

(В (Я, Я') = (Я, Я') = I] а (Я) а (Я'Л ; 

V а€я J 

6 ) для любых К, |х £ ])* 

(X, ц) = s (А., а) (ц, а). 

а £ А 

Сейчас, пожалуй, подходящий момент подробно рассмотреть 
наиболее простой и важный из доступных примеров — алгебру 
Й (n, Р). Некоторые факторы об этой алгебре время от времени уже 
появлялись в тексте и в упражнениях, но для удобства читателя 
мы начнем с самого начала и прежде всего покажем, что 

(2.2.6) Форма Киллинга алгебры Й (я, Р) задается формулой 

В (s, t) = 2 п tr (st) 

и невырожденна при п > 2. 

Доказательство. Поскольку алгебра Й ( п , Р) — идеал в gl (п, Р ), 
ее форма Киллинга является ограничением формы Киллинга В 
алгебры ді (/г, Р). 

Пусть s и t принадлежат gl ( п , Я). Тогда 
(ad s ) 2 1 == [s, [s, ^]] = sH — 2sts + ts 2 . 

Предположим, что эндоморфизмы s, / и s 2 t представляются в неко¬ 
тором базисе матрицами (s /; ), (t if ) и (u lf ) соответственно. Тогда 
Upq = £ і, jSpiSijtiq. Поэтому след эндоморфизма t*->s 2 t равен 
YqY'p, i s m s ip = я tr (s 2 ), где n = dim К. Аналогично tr (И-> ts 2 ) 
= n tr (s 2 ), tr (t i-> sts) = (tr s) 2 , что равно 0 при s £ Й (я, Я). 
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Итак, В (s, s) = 2 п tr (s 2 ) при s £ $ I ( n , P ). Если s и s' принадле¬ 
жат 31 (n, P), TO 

В (s, s ) = (P (s -|— s , s -j— s r ) — P (s — s', s — s r )) = 2 n tr {SS'). 

Так как, в силу (1.6.2), алгебра ЗІ (n, Р) проста, то форма Р не¬ 
вырожден на. Q 

Подалгебра sdiag (я, Р), состоящая из тех матриц (s /y )£§l (я, 
Р), для которых 8ц = 0 при і Ф у, абелева. Далее, нетрудно про¬ 
верить, что sdiag (/г, Р) совпадает со своим нормализатором. В са¬ 
мом деле, пусть Я = (h ij ) £ sdiag (я, Р) имеет попарно различные 
диагональные элементы. Если элемент X £ Й (я, Р) нормали¬ 
зует sdiag (я, Р), то матрица [X, Я] диагональна. Но (t, /)-й эле¬ 
мент этой матрицы равен (Л у/ - — /і /г ), и, следовательно, х /у - = О 
при і Ф у. Отсюда вытекает, что sdiag (п , Р) совпадает со своим 
нормализатором и Я — регулярный элемент. 

В обозначениях настоящего параграфа, мы можем взять I) = 
= sdiag (/г, Р). Определим X t £ sdiag (п , Р)*, полагая А у (Я) = h u . 
Перемножая матрицы, находим, что 

[Н, Е и ] = (ft,,. - hjj) E lt = (Я,,. - Я,.) 

Таким образом, функции а из (2.2.5) в нашем случае имеют вид 
А- — А у - ( і Ф у). Для а = a ij = X t — А у - можно в качестве Я а 
взять матрицу из sdiag (n, Р), у которой 

h u = 1/2/г, h n = — 1 /2/7, 

а остальные элементы равны 0. Тогда для і < у можно положить 
Е а = Е ц и £_ а = (—1/2/г) £ у/ . 

Упражнение. Пусть (У, /) — представление алгебры 9 . Тогда /(£ а ) — ниль¬ 
потентный эндоморфизм пространства V. В частности, эндоморфизм ad Е а 
нильпотентен. 

2.3. «-последовательность весов 

Мы сохраняем обозначения из (2.2.5). Пусть (У, /) — представ¬ 
ление алгебры д. Обозначим через А совокупность всех весов от¬ 
носительно (У, /). Это — конечное подмножество в 1 )*. 

(2.3.1) Предположим , что а £ А, X £ А /г а ^ А. Тогда 
у = 2 (X, а>/(а,а) есть неотрицательное целое число и X — іа 
£ А для тох & только тех і £ Z, для которых выполнено условие 
0 <і< у. 

Доказательство. Возьмем такой элемент о = 7 ^= 0 из У (А,), что 
с= Ро, и положим и* = (E_ a ) k о, k = 0, 1, 2, ... . Тогда о 0 = о 
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и v k £ V (к — ka). Положим ѵ_ г = 0 и индукцией по k докажем 
формулы 

( 1 ) Hv k = (к — ka) (Я) v k при H £ Ь, 

(2) E a v k = — k ({к, а) — -^-(k — 1)<а, a)^v k _ v £ = 0,1,2, - 

При k — 0 эти формулы очевидны. Допустим, что они справедливы 
для k — 1. Тогда, в силу предположения индукции, 

Hv k = HE_ a v k _ l = E_ a Hv k ^ + [Н, Е_ а ] v k _ t 
= Е_ а (к — (£ — 1 ) а) (Я) ѵ к _ г — а (Я) £_ а Цы 
= (Я — ka) (Я) Я_ а о*_і = (к — ka) (Я) 

Ear'll == Е а Е_ оРк-і — а Еа ѵ к-і кі г і : ! 

= Д-а (— (£ — 1) (*-. а) + у (£ - 1) (£ — 2) (а, а)) w*_ 8 

-(k-(k-l)a)(H a )v k _ 1 

= (—(£—1)(Я, ос) + у(£ — 1)(а, а) 

— (К «) + (£ — 1) (а, а)) 

= — (£(*,, ос) — -j- k(k — 1) (а, а))ц*_ х . 


Тем самым формулы (1) и (2) доказаны. 

Предположим теперь, что іь 0 и v j+1 = 0. Тогда, в силу ( 2 ), 
при k — / + 1 мы имеем (А, ос) — (//2) (а, ос) = 0. Следова¬ 
тельно, / = 2 (А,, ос)/(а, а) и А — /ос, А — (/ — 1) а, ..., А при¬ 
надлежат Л. 

Далее допустим, что существует целое число і > 2, такое 
что А + /ос £ Л. В этом случае можно выбрать і так, что 
А + (/ — 1) ос Ф Л. Положим А + /ос — А х и —ос = р. Поскольку 
А х С Л и А х + р Ф Л, то 


2 (Ах, Р) 

<Р. Р) 


~ 2 <\ a >- 2 f 

(а, а) 


— 2 / — / > 0 . 


Но это невозможно, ибо / > 0 и / > 2. Мы доказали, таким об¬ 
разом, что если А + /ос С Л для некоторого целого г, то / < 0. 

Допустим, наконец, что А 2 = А — /ос С Л для некоторого 
целого I > /. В этом случае мы можем предположить дополни¬ 
тельно, что А 2 — ос Ф Л, поскольку множество Л конечно. Так 
как 2 (А 2 , —а)/(—ос, —ос) = —/ + 2/, то мы получаем А 2 — (—/ 
+2/) (—ос) = А + (/ — /) ос £ Л, что невозможно, ибо I — / > 0. Q 
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(2.3.2) Для любых заданных а £ А и А, £ Л можно найти такие 
неотрицательные целые числа j и k , что 

1) k іа £ А (/ £ Z) тогда и только тогда , когда —/ < і < k\ 

2 ) £ — / = —2 (X, а)/(а, а); 

3) X — (2 (Я, а)/(а, а)) а £ Л; 

4) гола А, + а £ Л, то £ а К (А,) ^ 0. 


Доказательство. 1), 2) Пусть 6 — наибольшее целое число, для 
которого А 0 = А, + ka £ Л. Так как А 0 + а Ф А, то, в силу (2.3.1), 
А 0 — іа £ Л тогда и только тогда, когда 


0 < і < 2 


(А 0 , а) 
(а, а) 


9 <*■■ «) 
(а, а) 


2k. 


Следовательно, X + іа = Х 0 — (k — і) а £ Л тогда и только 
тогда, когда 

(3) 0 < k - і < - /Mj - + 2 *. 

4 7 (а, а) 1 

Если положить j = k + 2 (А,, а)/(а, а), то (3) эквивалентно 
неравенствам — / < і < k. 

3) Это следует из того, что —/ < —2 (А,, а)/(а, а) < k. 

4) Как и при доказательстве (2.3.1), возьмем элемент у ^ 0 
из К (А, 0 ), для которого cz Яи, и положим ^ = (£_ а ) 1 'и, і = 0, 
1, 2, ... Тогда £ V (Я 0 — ^а) = V (А, + (Л — /) а), и в част¬ 
ности v k £ V (А,). Поскольку 2 (А, 0 , а)/(а, а) = / + k ^ k ^ 1, 
то ^ 0 и 0. В силу (2), 

EaPk = — k {{К, ос) - -і- (& _ 1) ( а , а)) 
и 

(Ло, а) — -Г (Л — 1) (а, а) = (X, а) + X-(k + 1) (а, а) 


= + 1)(а.«) 

-4-0+ 1)(®. а )=7^0. 


откуда £ а Г (X) Ф 0. Q 
Определение . Последовательность 

А, — /а, Я — (/ — 1 )а, . . ., А, . . ., А, + 

из (2.3.2) будем называть а-последовательностью (весов), содер¬ 
жащей д. 

Теперь мы можем дополнить теорему (2.2.5) некоторыми но¬ 
выми результатами: 
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(2.3.3) 1) Если а, Р и а + Р С Д, то N a , р Ф 0. 

2 ) РЪш а £ А и та £ А (m С Р), то т = 4=1. 

Доказательство. 1) Применяем (2.3.2), 4), к (Е, /) = (g, ad). 

2) Предположим, что а £ А и та С А. В силу (2.3.2), 
2 (та, а)/(а, а) = 2т является целым числом. Если m — це¬ 
лое, то m = 4=1, в силу (2.2.4). Предположим поэтому, что 
т = 1/2 + m' (т' С Z), и постараемся прийти к противоречию. 
Поскольку ±та £ А, можно считать, что т > 0 и, значит, 
т' > 0. Пусть та + /а (—у < і < k) есть а-последователь- 
ность, содержащая та. Тогда k — j — —2 (та, а)/(а, а) = —2т 
= —1 — 2т' и у — 2 т + 1 + k > т' > 0. Следовательно, та 
— та = а/2 С А, в противоречие с тем, что 2 (а/ 2 ) С A- D 

(2.3.4) £Ъш а С А и А, С Л, mo (X, а) £ Q ц (а, а) — моло- 
жительное рациональное число. 

Доказательство. Согласно (2.3.2), если X + іа , —у (Я, а) < і < 
< k (а, А), есть а-последовательность, содержащая Я, то 

(4) (A,, a) =-L(j(K, — а)) (а, а). 

Отсюда вытекает ввиду (2.2.5), что 

(а, а) = 2 <Р> а ) 2 = "Г 2 (/ ( Р’ а) — k (Р* а )) 2 ( а - а ) 2 . 

р^д Э£Д 

и, значит, (а, а) = 4/ S (/ (Р> а ) — & (Р, а )) 2 \ -1 — поло¬ 
се* / 

жительное рациональное число. Следовательно, в силу (4), 

(К a) G Q. D 

Основные результаты о неприводимых представлениях алгебры 
$1 (2, Р) являются простыми следствиями предложения 2.3.1. 
По этой причине мы включим их в данный параграф, не дожи¬ 
даясь систематического изложения в гл. 7 . 

(2.3.5) Для каждого j = 0, 1,2, ... существует единственное (с точ¬ 
ностью до эквивалентности ) неприводимое представление f; алгебры 
& (2, Р) размерности у + 1. Это представление / у - алгебры 

Й(2, Р) = PH а -f- РЕ а + РЕ_ а 
задается формулами 

H a v k = [~і — k'j (а, а)-и ь 
E-oP k = v k _ u 

C a v k =-Г-А (/ — А + 1) (а, а) А’ =0, I, . . /, 


О) 
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где \ѵ 0 , ѵ ъ ..., Vj\ —базис векторного пространства V над Р 
и ѵ_ г = Vj +1 = 0. Совокупность Лу весов представления Д отно¬ 
сительно подалгебры Картана РН а имеет вид 

А і = {-ТІ а ’ (-§-/-0 а > •••- --г' 06 }’ 

Доказательство. Пусть (У, /) — неприводимое представление ал¬ 
гебры $1 (2, Р). Так как множество весов относительно РН а 
конечно, то существует вес для которого X + ос не является 
весом. Применим предложение (2.3.1). Во введенных при его 
доказательстве обозначениях, легко проверяется, что у{ 0 , ..., Vj\ 
порождает ненулевое инвариантное подпространство W в У. 
Так как (У, /) неприводимо, то W = У. Из равенства Н а = 
— [£«, £-cJ следует, что tr/(tf a ) = 0, т. е. 

(A, -f- (Я — a) -д. • • “г /°0> а ) = (/ 4~ і) — 2 ~ / а » = о, 

откуда Я = /а/2 (заметим, что подалгебра Картана Я# а одно¬ 
мерна). 

Таким образом, мы убедились, что для каждой размерности 
существует не более одного (с точностью до эквивалентности) 
неприводимого представления Д, причем это представление должно 
задаваться формулами (1). Прямое вычисление показывает, что 
формулы (1) действительно задают представление алгебры §1 (2, Р). 
Проверим, что оно неприводимо. Обозначим через Д вполне при¬ 
водимое представление, ассоциированное с Д. Допустим, что Д 
приводимо, тогда приводимо и Д. Поскольку всякое неприводимое 
представление алгебры ЗІ (2, Я) есть представление вида Д, 
имеем 

// — fa 0 fb Ѳ • * • * 

С другой стороны, каждое собственное подпространство для Д (# а ) 
одномерно, и потому Л а f| Л 6 = 0, где через Л а и обозна¬ 
чены множества весов представлений f a и Д соответственно. 
Поскольку Лу = |2~Да, (2~Д — 1) а, ..., —2"Да} и Л а , Л 6 имеют 
аналогичный вид, это невозможно. Следовательно, представле¬ 
ние Д неприводимо. Q 

Замечание. Вес 2"Да представления Д называется старшим 
весом этого представления. 

Упражнение 1. В § 2.2 мы показали, что корнями алгебры 81 (п, Р) служат 
a ij=X[ — Xj (при і=рі). Найти ^^-последовательности, содержащие a S f. 

3 М. Гото, Ф. Гроссханс 
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Упражнение 2. В 31(2, Р) можно взять 




О 

О 


и старший вес соответствующего (естественного) представления алгебры 
31 (2, Р) равен а/2. 


2.4. Фундаментальная система корней и л^система 

Мы сохраняем обозначения § 2.2 и 2.3. Пусть І)о — вектор¬ 
ное пространство над Q, порожденное А в [f. 

(2.4.1) 1) dim Q 1)o = dimpl)* = rank g. 

2 ) Все веса принадлежат IjJ. 

3) Ограничение билинейной формы г (») в I)* на 1)о есть 
Q -значная положительно-определенная форма. 

Доказательство. Выберем базис а ІУ ..., в {)*, состоящий из 
элементов А (см. (2.2.2)). Тогда (а,., а у ) £ Q, в силу (2.3.4), 
и det ((а,-, а ; )) =^= 0. Пусть к = х г а х + • • • + Х/ОС/ (x t £ Р) — 
вес. Тогда система линейных уравнений 

(1) (а { , а / )х 1 + . . . + (a z , а у ) x t = (I, а,), /=1,2, 

имеет рациональные коэффициенты и det ((а г , а ; )) #0. Следо- 
вательно, х 1у ..., Я/ С Q, т. е. к С Q ttl + • • • + Qa/. В част¬ 
ности, а ь ..., а/ порождают t)o. Так как, разумеется, набор 
\а ІУ ..., а,\ линейно-независим над Q с Р, то dim І)о = /. 
Далее, для к = + • *• + Х /a/ (л:/ £ Q) мы имеем 

(Л, Я) — <я, а ) 2 

а £ Л 
И 

(?і, а) = х, (oCj, а) + . . Х[ (а,, а) £ Q- 

Значит, (X, > 0, и если (Л,, Я) = 0, то (А, а) = 0 для всех 
а £ А, откуда следует, что к = 0. Таким образом, эта билиней¬ 
ная форма положительно-определенна на І)о- □ 

Обозначим через § 0 векторное пространство над Q, порож¬ 
денное элементами Н а (а £ А) из I). Легко видеть, что f)o можно 
рассматривать как векторное пространство, сопряженное к 1 ) 0 . 
Введем (лексикографическое) упорядочение в по отношению 
к фиксированному произвольному базису \Н ІУ ..., H t \ простран¬ 
ства $о, полагая к ± > ( или ^2 < ^і), если существует номер к 
(0 < к < m — 1), такой что (Я х ) = к 2 (Я х ), ... (Я*) = А , 2 (Я/,) 

и (Я /г+1 ) > А , 2 (Я* 41 ). В случае когда к > 0, мы говорим, что 
элемент 1 положителен. Следующее предложение очевидно. 
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(2.4.2) 1 ) Отношение > является линейным упорядочением , т. е. 
для любых Я ь Я 2 С выполняется ровно одно из трех соотноше¬ 
ний’. Я х < Я 2 , Я х = Я 2 или Я х > Я 2 . 

2 ) Из Я х > Я 2 следует , */то Я х + Я 3 > Я 2 + Я 3 , —Я х < —^2 
w rX 1 > гЯ 2 для г (> 0) 4 Q- 

Положим Д ь — {а С Д: а > 0} и Д~ = {а £ Д: а < 0} 
= {— а : а С Д + }. Ясно, что Д = Д + (J Д~ и Д + f| А" = 0. 

Определение . Корень а из Д + называется простым , если его нельзя 
записать в виде а = |3 + у, где |3 £ Д + , 7 £ Д + . (Например, 
наименьший положительный корень прост.) 

Подмножество G в 1)о называется ортогональной системой , 
если каждый его элемент отличен от 0 и для любых Я, И £ G 
(Я = 5 ^= X') выполняется равенство (X, X') = 0. Если Я ь ..., X k — 
ортогональная система и г Х Я Х + • • • + r k X k = 0 (/у f Q), то 
(1;, + • • • + г*Я*} = п (Х І9 X t ) = 0, поэтому r t = 0 для всех 

і = 1, ..., k. Следовательно, всякая ортогональная система ли¬ 
нейно-независима и содержит не более I (= dim 1)о) элементов. 
Отсюда вытекает, что существует максимальная ортогональная 
система, скажем \е ІУ ..., ej\. Для любого X С положим 



Тогда (Я 0 , e L ) = 0 при і — 1, ...,/. Поскольку \е І9 ..., е,\ — 
максимальная ортогональная система, мы заключаем, что Я 0 = 0, 
т. е. X является линейной комбинацией элементов е ІУ ..., е г Итак, 
мы доказали ^существование ортогонального базиса в 1)о. 

Поскольку t)o — векторное пространство над Q czR , можно 
построить (t)o) R = §r. Скалярное произведение в 1)о может быть 
единственным образом продолжено до скалярного произведения 
в I)r, которое мы обозначим тем же символом. Пусть е І9 ..., e t — 
некоторый ортогональный базис в Ясно, что он будет бази¬ 
сом пространства ^ над R. Следовательно, для X = G R) 

мы имеем (. X , Х)}= (e iy e t ) > 0, и из (X, X) = 0 следует, 

что Я = 0. Таким образом, расширенное скалярное произведение 
в положительно-определенно. _ 

Для Я С §r положим IIЯ у = У (Я, Я) и для любых Х г (ф 0) 
и Я 2 (ф 0) из I)r определим угол Ѳ = L (Я ь Х 2 ) между Я х и Я 2 
(0 < Ѳ < 180°) условием cos Ѳ*|| Я х Ц-Ц Я 2 1| = (Я ь Я 2 ). В дальней¬ 
шем, когда это нам будет нужно, мы будем предполагать , что 1)3 
является подмножеством эвклидова пространства с указан¬ 
ным расширенным скалярным произведением. Например, для 
ненулевых Я ь Я 2 С f)o мы будем рассматривать угол Д (Я ь Я 2 ) 
между Х 1 и Я 2 . 

3 * 
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Определение. В пространстве R ; со скалярным произведением 

і 

<(*і. • • •. */). (у» ■ • •> Уі)) = Y х іУі 

і— 1 

подмножество D называется корневой системой , если 

1) для любого а £ D мы имеем: а^=0 и Ra П = {±а}; 

2 ) для любых а, (3 £ D мы имеем: 2 (Р, а)/(а, а) £ Z и 
Р — ka £ D для всех целых чисел k , заключенных между О 
и 2 (Р, а)/(а, а). 

В случае когда не оговорено противное, мы предполагаем, 
что Z) порождает R z . 

Отождествим с R*. Согласно (2.3.2), множество Д, рассма¬ 
триваемое как подмножество в t)R, удовлетворяет условию 2), 
а модифицируя доказательство предложения (2.3.3), 2), можно 
доказать и справедливость условия 1). Таким образом, Д является 
корневой системой. 

(2.4.3) Пусть а и Р — различные простые корни. Тогда 

1) (а, Р) < 0, т. е. С (а, Р) > 90°; 

2) а — р Ф Д. 

Доказательство. Предположим, что ос — Р ^ А. Если а — р > 0, 
то а = (ос — Р) + р, что противоречит простоте а. Если а — р <0, 
то р = (Р — ос) + а, снова в противоречие с условием простоты 
корня р. Следовательно, ос — Р Ф Д. Это означает, что ^-после¬ 
довательность, содержащая ос, равна а, ос + Р, ..., ос + &Р, где 
k = —2 (а, Р>/<р, Р>. Таким образом, (а, Р) <] 0. Q 

(2.4.4) Обозначим через я совокупность всех простых корней из Д 
(относительно некоторого фиксированного упорядочения). 

1 ) я = |ос ь ос 2 , а/} образует базис в fyj. 

2) Если р £ Д + , то 

( *> Р = й 1 ос 1 + . . . +П/а ь 

где п,- С Z, n L ^ 0 при і = 1, 2, ..., /. 

Доказательство. Допустим, что 

'А + • • • + / А - ^s+A+i - ■ • ■ - С+А+* = 0, 

где г 1э ..., r s+t — положительные рациональные числа, а ос ь ..., 
oc s+ , — различные элементы из я. Положим 

У = г і а і + • • • + r s a 8 = r s+1 a s+JL + . . . + r s+t a s+t . 

Тогда (у, у) = Tujnr sH (a l$ oc s+/ > < 0, ввиду (2.4.3), 1). С дру¬ 
гой стороны, (у, у) > 0, так что у = 0. Следовательно, /до^ + ... 
+ = 0* Но из соотношений г,- > 0 и ос,- > 0 вытекает, что 
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Г/Об г > 0 и г г а ± + • • • + r s a s >0, — противоречие. Итак, я — 
линейно-независимая система. 

Докажем теперь 2). То что я порождает fyo, будет отсюда сле¬ 
довать. Предположим, что А + = {р х , ..., 0 < < ... < § k . 

Тогда Рі £ я. Допустим, что все имеют требуемый вид (*) 
при і < /, и рассмотрим Ру. Если р,- £ я, то все очевидно. Если |3у 
не является простым корнем, то J Ру = P s + Р/ (s < j и t < j). 
Следовательно, по предположению индукции, р* и Р/ имеют 
вид (*), и, значит, тем же свойством обладает (3,. Q 

Определение . Подмножество я множества А называется фунда¬ 
ментальной системой корней , если 

1 ) я = {о&і, ..., ос/|. образует базис пространства ; 

2 ) всякое р С Л представимо в виде 

Р = п і а і 4“ • • • n №i ( n i C Z), 

где все ft; > 0 или все n L < 0. 

Согласно (2.4.4), множество я всех простых корней (относи¬ 
тельно некоторого фиксированного упорядочения) есть фундамен¬ 
тальная система корней. Покажем, что справедливо обратное. 

(2.4.5) Пусть я = \<х и ..., a t \ — фундаментальная система кор¬ 
ней. Тогда я совпадает с совокупностью всех простых корней от¬ 
носительно некоторого лексикографического упорядочения 

Доказательство. Пусть Н ъ ..., H t — базис в f) 0 , определенный 
формулой a t (Яу)-= б ij (символ Кронекера). Годится отвечающее 
ему упорядочение. Q . 

Определение . Введем в R 1 обычное скалярное произведение 

і 

{{х ѵ . . ., *,), (у ѵ . . ., у,)) = 2 х іУі- 

1=1 

Подмножество я = {а ь аД пространства R* называется п-си- 
стемой, если 

1 ) набор {а!, линейно-независим; 

2) Cij = 2 (a,-, <Xj)/{<x., dj) £ Z при i, j 1, 2, /, 

причем C;j > 0, если і Ф j. 

Будем называть Сц числами Картана, а матрицу (с /у ) — мат¬ 
рицей Картана. Всякую фундаментальную систему корней я 
можно рассматривать как я-систему. 

(2.4.6) Пусть {а х , a t \ —фундаментальная система корней. 
Тогда множество {Е аі , ..., Е а[ , Е-а •••. Е - И/ ) порождает д. 

Доказательство. Пусть k — подалгебра, порожденная элементами 
Е+а. (і = 1, /). Так как [Е а . } Е а( ] = — Н а . и множество {#„,} 

линейно-независимо, то подалгебра Картана [) содержится в k. 
Допустим, что существует элемент р £ Д + , для которого Др & k. 
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Возьмем наименьший элемент |3, обладающий этим свойством. 
Поскольку (5 Ф я, найдутся р х , (3 2 £ Д + , такие что Pi + Р 2 = Р- 
Тогда £ Рі , £ Ра 6 /г и [£ р „ £ Рг 1 = W Pl>Pl £ p 0, в силу (2.3.3). 
Мы пришли к противоречию. Следовательно, Яр С k Д ля любого 
[) С А + . Аналогично если у С Д“, то Я ѵ С Поэтому k = g. П 
я-система я называется неразложимой , если нельзя указать 
два непустых ее подмножества я* и я 2 , таких что я х U лх 2 = я, 

я :1 П л 2 = 0 и (а х , а 2 ) = 0 для любых а г С л 1: , а 2 С л 2 . 

(2.4.7) Фундаментальная система корней я неразложима тогда 
и только тогда , /согда алгебра g проста. 

Доказательство. Предположим, что а 1? р С я и (а, р> = 0. Мы 
знаем, что р — а ^ А. Пусть р, Р + а, ..., р + ka есть а-по- 
следовательность, содержащая Р; тогда k = — 2 (Р, а)/(а, а) = 0. 
Следовательно, р + а Ф я и [Е± а , Я±р] = 0. 

Допустим, что я = {сС ІУ ..., а., р ъ ..., р^}, где (a h Р у > = 0. 

Обозначим через д х подалгебру, порожденную элементами Е± а . 
(і = 1, ..., s), а через д 2 — подалгебру, порожденную Я+р. 
(/ = 1, ..., /). Ясно, что [д х , д 2 ] = 0 и д х + д 2 представляет собой 
подалгебру, порожденную \Е ±а : а С л}. В силу (2.4.6), д х + д 2 
= д. Следовательно, д х и д 2 — идеалы в д, причем идеал д х по- 
лупрост. Поскольку [д 1? ді П S 2 1 = 0, мы имеем ді П д 2 = 0 
и 9 = 9і ® 02 (прямая сумма идеалов). Это доказывает, что если 
алгебра g проста, то система я неразложима. 

Докажем обратное. Пусть g является прямой суммой двух 
идеалов д х и д 2 : д = ді 0 д 2 , д, ф 0, и пусть а С л. Предпо¬ 
ложим, что Е а Е г + Я 2 , Е і С g і (і = 1,2). Для Н С () имеем 

[Я, Е а ] [Я, Е г ] + [Я, Е 2 1 — а (Я) Е ± + а (Я) Я 2 . Так как 
[Я, ЯД С $і, то [Я, E t ] = а (Я) Я.. Из того что dim g (а) = 1 

и Я ь Е 2 С g (ос), следует, что Е г = 0 или Я 2 = 0. Таким обра¬ 

зом, каждый элемент Е а содержится в одном из идеалов д,-. Кро¬ 
ме того, из соотношения [Я а , Е_ а ] = — Н а Ф0 вытекает, что 
если Е а С д/, то Е_ а С д* и Н а С 0/. Допустим, что Я а С 9і и 
Яр С 02 - Тогда [Я а , Яр] = (а, р> Яр = 0, и потому (а, р> - 0. 
Пусть я 4 = {а С л: Я а С 9/}, і = 1, 2. Если я х = 0, то, сог¬ 
ласно (2.4.6), д 2 = д — противоречие. Значит, я* Ф 0 и я 2 Ф 
Ф 0 • О 

Упражнение 1. Найти фундаментальную систему корней для (я, Р), п > 2. 
[Ответ: a if і+ѵ і = 1, ..., п — 1. ] 

Упражнение 2. Пусть І)о — линейно упорядоченное векторное пространство 
над Q с отношением порядка >, удовлетворяющим условиям 1) и 2) из (2.4.2). 
Тогда > является лексикографическим упорядочением относительно некото" 
рого базиса в І) 0 . 

Упражнение 3. Можно дать определение неразложимой корневой системы 
аналогично тому, как это было сделано для я-систем. Доказать аналог теоремы 
(2.4.7) для произвольной корневой системы А. 
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Упражнение 4. В определении корневой системы условие 2) может быть заме¬ 
нено более слабым условием 

2 ') для любых а, р £ D мы имеем: 2(|3, а)/ (а, а) £ 2 и Р — 2 (р, а)/(а, 
а) £ D. 

Доказательство будет дано в §5.1. 

2.5. Классификация л-систем 


Две я-системы я = {а х , а/} и я = \а ъ ..., a z } называются 
эквивалентными (обозначение: я ^ я), если соответствующие 
числа Картана у них совпадают. Если существует положительное 
вещественное число г, такое что a, = ra L (t = 1 , 2 ,...,/), то 
я ^ я. Найдем все (с точностью до эквивалентности) неразло¬ 
жимые я-системы. 

Пусть я = \a lf ..., a/} — некоторая я-система. Используя 
обозначение cos оф = cos /_ (a, |3), мы имеем при і Ф j 


4 {ai , ay)* 

11 11 <«/’ a i) <«/■ <**> 


4 cos 2 a,-a y . 


Так как j cos a t a-|< 1, то с и с И = 0, 1, 2, 3. Предположим, что 

ii и > I а і іі- 

Случай 1: Сцвц = 1. Тогда с /у = с у7 = 1, т. е. 


— 2 («£: «/) = —2 (а/, ay) j 

(а у , ay) (а/, ay) 

Следовательно, || a, || = || a y -1|. Из равенства 4 cos 2 a i a j = 1 мы 
получаем, что /_ (a,-, a y ) = 120 °. 

Случай 2: c^-Cji = 2. Аналогично предыдущему имеем с /у — 2 , 
с л = 1, а потому I a z || 2 = 21| ос у -1 | 2 и /_ (а,-, а у -) = 135°. 

Случай 3 : Су у с,у = 3. Имеем с і} - 3, Суу - 1, поэтому || а || 2 
= 3 I а у -1 2 и (ау, а,) = 150°. 

Случай 0 : Су,Суу = 0. Тогда /. (a,-, a,) = 90° и с,-,- - с у7 ~ 0 , 
однако о длинах векторов никакой информации мы не получаем. 

Диаграмма Дынкина D (я) системы я состоит из I вершин 
(изображаемых в виде маленьких кружков), по одной на каждое 
ay £ я, и некоторого множества отрезков, соединяющих эти 
вершины. Мы проводим 0, 1, 2 или 3 линии от а /: к а у в соответ¬ 
ствии с тем, с,-у с уі = 0, 1,2 или 3. В случаях 2 и 3 стрелкой ука¬ 
зывается соотношение длин векторов a t - и ay 7 . Таким образом, 
перечисленным выше случаям отвечают диаграммы 


0 ) 

г) 


о о 

1 ) 

Г\— 

«У 




о 

<*; «/ 

о— — >о 

3) 

«V 

Се= 

а У 


1 Стрелка смотрит в ту же сторону, что и соответствующий знак неравен¬ 
ства. — Прим. ред. 
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Говорят, что два элемента ос, р системы я связаны между собой, 
если (а, р> Ф 0. Подмножество D x в D (я) называется связным , 
если для любых а, р £ D x найдется последовательность а = у 0 , 
Ті> • ••, = Р в D b такая, что элементы Уі, г у і+ і связаны между 

собой для і — 0, k — 1. Ясно, что диаграмма D (я) связна 
тогда и только тогда, когда система я неразложима. Далее, если 
диаграммы D (я) и D (я) изоморфны в очевидном смысле, то я ^ я, 
так как приведенные выше диаграммы 0) — 3) однозначно опре¬ 
деляют значения Сц. 


(2.5.1) Для всякой я-системы я = {а ь a t ) число пар вершин, 
связанных друг с другом, не превосходит I — 1. 

Доказательство. Пусть у = £ (=i (ot ( /|| tx ( - 1|) Ф 0. Имеем 


0 < (у, у) = 


2 


(«г. «<) 

II a. II-II «/ II 


9 V а /> 

Z Zj II «/И-II II 

і< І 


откуда 


i<J 


(<*/> «/) 


I 


2<а,, ay) ^ 


С другой стороны, если а,- и a ; - связаны между собой, то, предпо¬ 


лагая для определенности, что || а і 


\ а.- 1, будем иметь 


«/) 




-2 (а /? а;) 

IIII 2 


: > 1 • D 


Заметим, что каждое подмножество я-системы можно рассма¬ 
тривать как я-систему. 

(2.5.2) Пусть я = \а и ..., а,} — некоторая п-система. 

1) D (я) не имеет циклов , т. е . подмножеств {а ІУ аД, 

таких что (а х , а 2 ) ^ 0, ..., (а^, а*) 0 и (а ь а х ) ^ 0. 

2) Пусть D{ — связное подмножество в D (я). Если а £ D (я) 
и а Ф D ly то существует не более одного р ^ связанного с а. 

3) Через каждую вершину проходит не более трех отрезков. 

4) Если я неразложима и I > 3, то D (я) содержит под¬ 
множеств вида - "■ < 

о ~т ф о 


Доказательство. 1) Если |а ь ..., аД — цикл, т. е. (а ь а 2 ) =£ 0, 
..., (а^, а*,) Ф 0 , (а*, а х ) 0 , то я-система \а ІУ ..., а /г | имеет 
по крайней мере k пар связанных друг с другом вершин. 

2) Если а связано с р ь р 2 £ Di (Pi =^= р 2 ), то мы имеем цикл. 

3) Пусть р принадлежит я и а ь ..., а* — вершины, связан¬ 
ные с р. Если a t и а ; - связаны между собой при і Ф /, то D (я) 
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содержит цикл, что невозможно. Следовательно, (а,, а у ) = О 
при /, / = 1, 2, ..., k и і Ф /. Пусть а 0 (=f0) — вектор в простран¬ 
стве R* +1 , порожденном векторами (3, а ь ..., а*, удовлетворяю¬ 
щий условию (а 0 , а,.) — 0 (1 < і < k). Тогда £ ?=о c °s 2 Ра* = 1. 
Так как множество |р, а ь ..., а*,} линейно-независимо, то 

k 

(Р, а 0 )ФО и S 4cos 2 Pa; <4. 

і=і 

С другой стороны, 4 cos 2 ра / = 1, 2, 3 есть число отрезков, соеди¬ 
няющих р с a L . 

4) Если вершины аир соединены тремя отрезками, то, в силу 
3), они не могут быть соединены ни с одной другой вершиной. О 

Пусть я = |а ь ..., аД — некоторая я-система. Подмножество 
С ----- |а ь ..., а /г } называется однородной цепью , если с ііі+1 
г ^С+ьг " 1 П Р И * = 1, 2, & — 1, т. е. соответствующая часть 

диаграммы системы имеет вид 


о- 


1 




(2.5.3) Пусть в п-системе я — \а г , ..., а ь Рі, ..., Ру} подмно¬ 
жество С — \ос ъ ..., а*,} есть однородная цепь. Тогда фактор- 
система я/С = {а, р 1? ..., Ру}, где а = а г + ... oc k , также яв¬ 
ляется п-системой. Диаграмма D (я/С) получается следующим 
образом. Между вершинами P s и Р/ проводятся те же отрезки, 
что и в D (тс). Каждая вершина P s соединена в D (я) не более чем 
с одной из вершин а,; если P s не соединена в D (я) ни с одной из а і9 
то мы не соединяем p s с а, а если p s соединена с ос-, то соединяем 
ее с а точно так же, как она была соединена с a L в D (я). 

Доказательство. Если вершина p s соединена с oc t , то 

— 2 («і + • • • і a k , p s ) _ — 2 <оь/, P s ) 

(Ps, Ps) <Ps> Ps) ’ 

Так как || a x || = ... = ||а Л || и 

^_ 1 

II «X + • • • 4 a k || 2 = 2 £ (a,-, a,. +1 > + £ || a,. || 2 , 

І= 1 1 = 1 

то, используя равенство —2 (a,., a ;+1 )/|| a, || 2 — 1, получаем 

II «1 + • • • 4- a* IP = (£ — 1) || a, IP + k || a, || 2 = || a L j| 2 . 

Следовательно, 2 (a, p s )/(a, a) = —2 (oc t , § s )!(a h a t ). Q 
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(2.5.4) Диаграммы 





о 

не могут быть подмножествами диаграммы Дынкина. 

Доказательство. Рассматривая соответствующие фактордиаграммы, 
можно найти вершину, через которую проходят 4 отрезка. Q 

Используя доказанные выше леммы, мы получим сейчас клас¬ 
сификацию неразложимых я-систем с точностью до эквивалент¬ 
ности. В случае / = 1 существует только одна диаграмма 0 

При 1 = 2 имеем три диаграммы: о-о, а=^ю и се > о . 

Предположим теперь, что / > 3. 

Случай 1. Диаграмма D (я) содержит о-=о , . Тогда она 

должна иметь вид 

«г «'» h Pi 

Так как || а, f = ... = || а, |р и || р х || 2 = ... = || р, || 2 = 2|| а х || 2 , то, 
меняя при необходимости масштаб, мы можем предполагать что 
И а, |р = 1 и I Ру f = 2. В силу равенства 
— 2 «£+!> 

IIII 2 

имеем (а,-, а і+1 ) = —1/2. Аналогично (Ру, Р /Чі > = —1 и <a s , Р,} 
= —1. Пусть a = 2 j?=i і&і и р = 2/=і /Ру- Тогда 

s S -1 

(а, а) = 2 1-2 К II 2 + 2 2 ' + Ь < а «’ а <+і> 

1=1 «==1 

4=1 4=1 
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Аналогично <р, §> = *(/+ 1), а (а, р) = — st. С другой стороны, 
поскольку аир линейно-независимы, (а, Р) г < || а || 2 || р || 2 , т. е. 

& 2 /2 < »(«+!) t(t+l). 

Отсюда получаем, что (s — 1) (t — 1) < 2. 

Поскольку s и t — положительные числа, возможны лишь 
три случая: 

1 ) s — 1, a t произвольно; 

2) t = 1 , as произвольно; 

3) s = t = 2. 

Случай 2. Диаграмма D (я) не имеет подмножеств вида ©==о 

Если ни через одну вершину не проходит трех отрезков, то имеется 
единственная возможность: 


о-о-- • • -о-о 


В противном случае D (я) должна иметь вид 




Мы можем считать, не теряя общности, что || а і || — || |З у || = || y k I 
= II 6 II = 1 и s > t > и > 2. Положим 


s-l ^-1 и -1 

а = .X Щ, Р = £ /Р/> У = £ £у*- 


1=1 


/=1 


£=1 


Тогда 


I а IP = 4- s (s - 1), II р [» = 4- і (/ - 1), II ѵ IP = 4- и (и - 1), 


(а, б) =- r (s - 1), (Р, б) 


= D, (у, б> = -4-(» - І). 

Так как векторы а, (3, у взаимно ортогональны, то найдется орто¬ 
гональный базис е х , ..., e t в R*, такой что е г = а, е 2 = (3 и е 3 = у. 
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Поскольку множество {е г , е 2 , е 3 , 6} линейно-независимо, найдется 
номер і > 3, для которого (б, е { ) ФО. Следовательно, 
з і 

У- COS 2 С,б < Y) COS 2 £,б =5 1 . 

і =1 1=1 

С другой стороны, 

(6, g)a 1 /, 1 


cos 2 оф: 


I б II 2 - II а II 2 




и cos 2 рб = -Jr (1- J-) , cos 2 yS = *4- (1 -—) • Таким обра- 


ЗОМ 

z > 

J_ 

t ^ и 

2 

что s> t, следует, что — >- 
или t = 3. 

Если t = 2, то и = 2 y as произвольно. 

Если / = 3, то из неравенства — + — >> — мы 


- 7 - + *4” >- 1 • Поскольку w > 2, то -j- -у- • Из того, 

Значит, / === 2 


1 

т. е. t < 4. 


получаем, 


_1_ 

3^2 

что s < 6 и, следовательно, s = 3, 4 или 5. В таком случае из 

1 1 1 і о ^ 

неравенства — > 1---— вытекает, что а = 2. Это ис¬ 

черпывает все возможности. Подытожим полученные результаты: 

(2.5.5) Теорема . Пусть л — неразложимая л-система. Тогда диаг¬ 
рамма Дынкина D (л) совпадает с одной из следующих диаграмм: 


I > 1 


в/ 0 -°- 


о-0~ 


—~ 0—= > о 




I > 2 

I > 3 


°- 


2 >4 


О——о- 


= 6, 7, 


а:.-.-.— 


Найдем я-системы, соответствующие Диаграммам Л /? Б/, С/ и Z)/. 
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1) Л;: Пусть е и .... е 1+х — ортонормированный базис в R ,+1 , 

т. е. (e t , е,) = 6 lf . Положим a t = — e l+1 (i — 1, 2, .... I). Тогда 

набор {«*!, а г | линейно-независим и (a it a ( ) = 2(t=l, 

2, .... /), <a i( a !+1 ) = —1 (i = 1, 2, .... I — 1), <а г ,а ; ) = 0, если 
/ Ф i — 1, t, i + 1. Система {a!, .... a,} является я-системой 
с диаграммой A t . 

2) B h C h D t : Пусть e\, e t — ортонормированный базис 
в R*. Полагая а г — e t — e i+1 , i = 1, 2, .... I — 1, и 

для B t : <x t = e it 
для Ci : ai = 2e h 
для D t : a .1 = e,_i + e h 

получим я-системы с диаграммами B h C t и D h 

Фактически, все диаграммы Дынкина реализуются как я-си¬ 
стемы. 

Упражнение 1. Найти я-системы для G 2 и F 4 (хорошо бы и для Е 6 , Е 1 , Е 8 ). 

Упражнение 2. Преобразование, отвечающее невырожденной матрице Ѳ из 
gl (/, 1R), называется преобразованием подобия, если (ди, Ѳу) = г (и, ѵ) (и, 
ѵ £ R 1 ) для некоторого положительного г. Пусть я — (ах, ...,а/} и я = {а х , 
а/} —неразложимые я-системы. Если я^я, т. е. 

„ —2 («,,«/) . — 2<a t -, а;) 

1 ’ ' <«/> «/> <«/• «/) ~ 

то отображение Ѳ, определенное формулой Ѳ (Е x^a;) У, x i a l (x t £ IE), яв¬ 
ляется преобразованием подобия (и обратно). 


2.6. Классификация простых алгебр Ли 

Представляется уместным задержаться здесь для небольшого 
отступления. Всякая подалгебра Картана данной полупростой 
алгебры Ли g определяет разложение g по корневым подпро¬ 
странствам и фундаментальную систему корней. Эту фундамен¬ 
тальную систему можно рассматривать как я-систему, и мы только 
что завершили классификацию последних. Цель данного па¬ 
раграфа — показать, что классификация простых алгебр Ли над 
алгебраически замкнутым полем Р характеристики 0 совпадает 
с классификацией я-систем (см. (2.6.6)). На протяжении этого 
параграфа g обозначает полупростую алгебру Ли. Мы сохраняем 
обозначения, введенные в §§ 2.4 и 2.5. 

(2.6.1) Если Р £ А + // р ^ я, то существуют элементы а £ я 
и у £ Д + , такие что р = у + ос. При этом а-последовательность , 
содержащая р, т, е. содержащая у, содержится в Д + . 

Доказательство. Допустим, что р - п г а х + ... + п і а 1 (и, > 0). 
Поскольку (Р, Р) = п г (otj, Р) -(-... f Пі (a,, р) — положительное 
число, то существует номер /, для которого п { ( a h Р)>0. От¬ 
сюда следует ввиду (2.3 2), что р — а,- £ А, а так как n L > 1, 





78 Гл. 2. Полу простые алгебры Ли 


мы заключаем, что р — а і > 0. Если р — ja i = + • • • + (n t 

—/) a t + • • • + п і а і € А (/ > 0), то, поскольку существует k Ф і, 
для которого n k > 0, мы имеем n t > j и p — ja i >0. Q 


(2.6.2) Пусть g — полупростая алгебра Ли с подалгеброй Кар¬ 
тона 1), корневой системой Ac|j и фундаментальной системой 
я с А. Пусть , далее , g — полупростая алгебра Ли с подалгеброй 
Картона I ), корневой системой А с: ()о] а фундаментальной си¬ 
стемой л с А. Если я л, то этот изоморфизм допускает есте¬ 
ственное продолжение до линейного изоморфизма ср аз 1)о на І)о, 
такого что ср (А) = А а 

(ф(^), ф(н)) = <^» И*) для (а £ Фо- 


Доказательство. Предположим, что я = \а ъ а ; |, я |а г , 

• • «/I и 


и зададим <р равенством 

ф (П а і + • • • I r t a t ) = r l d l + . . . + r l d l (г,- (= Q). 

Для любого элемента Р = п 1 а 1 + ... + Я /a/ С А определим 
его высоту | Р | формулой | р | = | п г + ... + щ | = | п г | + ... 
+ I щ I и положим A s = {Р £ А: | р | < sj, s = 1,2,... Ясно, 
что А х = {zta: а С я| и A s = А для достаточно больших s. 
Аналогично определим A s . Докажем индукцией по s, что ср (A s ) 
= A s . Для s = 1 это очевидно. Поэтому предположим, что ср (A s _j) 
■= А,^, и покажем, что ср (A s ) = А с (s > 2). Очевидно, достаточно 
установить, что ср (A s f| А + ) а А. Допустим, что Р С А, | р | = s 
и р > 0. Согласно (2.6.1), найдется элемент a L С я, для которого 
р — а . = у £ Д+. Так как у £ A s-1 , то по предположению ин¬ 
дукции ср (у) £ A s _ r Пусть у — ja h ..., у, у + a-, ..., у + ka i 
есть ^-последовательность, содержащая у, и пусть ср (у) — ja ,... 
Ф (т)> Ф (т) + ..., ф (у) + есть ^-последовательность, со¬ 

держащая а (у). Так как из равенства у = 2 n t d t следует, что 
Ф (У) то 

<Ѵ» <*/) _ = (ф(У)» <*/) 

(a /? a ; ) ‘ (а/, а £ > 

Применяя (2.3.2), получаем k — j = k — J. Но из предположе¬ 
ния индукции следует, что / /. Значит, k k > 1 и ср (у) 

+ а* = Ф (Р) £ А. 

Для доказательства нашего последнего утверждения мы вна¬ 
чале предположим, что система я неразложима. Тогда для любых 
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а, р из я найдется такая последовательность а г = а, а 2 , 
а* = Р в л, что (а ; , а, Ч1 ) Ф 0 при і — 1,2, t — 1. Поскольку 

(«г» Г А ) ; («г» %і) = «/+і> 

<<*/» а /> < а /> а /+і> ’ < а /+і> а /+і> ’ 

можно найти г £ Q, такое что (а,-, а,-) = г (а /: , ос г -> для і = 1, 
2, t. Следовательно, (а, а) = г (а, а) для всех а из я. 
Так как 

(д/> а/) = (<*/> <*/) 

(«о «/> <«/» а /> ’ 

то (а, а г ) = г (ay, а,-) при і, / = 1, 2, /. Значит, (ср (А), 

ф (|Ьі)> = Г (А, рг> для А, р С 1)0 (см. упр. 2 § 2.5). 

С другой стороны, согласно (2.2.5), 6), 

(Ф(Я), ф((.і))= Г <ф(Х> ф(т)>(ф(^)» ф(у)) 

V £ А 

— С 2 (X у)<Е> y)=/' 2 (^, у). 

а 

Поэтому г 2 г и г 1. Таким образом, в случае когда система л 
неразложима, (ср (Я), ср (рі)) = (А,, рі). 

Если система л не неразложима, то она является объединением 
своих попарно непересекающихся неразложимых подмножеств 
л (1) , ..., я {и) . Пусть f)o (0 обозначает векторное подпространство 
в £)*, порожденное я<‘>, і = 1, 2, ..., и. Так как из условий a (t '> 
С л (г Д а ( 1) С я</), і ф j 9 следует, что (а (0 , а ( /)) = 0, то f)* (1) 
ортогонально к и 

$ 0 * = 5? (1) Ѳ • • • Ѳ [) 0 * (ы) . 

Поэтому наша задача легко сводится к случаю, когда система л 
неразложима. Q 

Теперь займемся исследованием чисел N a , р, определенных 
соотношением [fa, Ер] — Л/^рЕа+р П Р И а, Р, ос + р £ Д. Нам 
уже известно, что К а ,$Ф 0, в силу (2.3.3). Для удобства не¬ 
сколько расширим определение чисел Л/А, р. А именно положим 
АД 1|А =5 0, если А, pi £ IjJ, А/ =^= 0, рі 0, А, + рі Ф 0 и по крайней 
мере один из элементов А,, рі, А, + рі не является корнем. Напом¬ 
ним, что £ а у нас выбраны так, что В (£ а , £__ а ) =■—1. 

(2.6.3) 1) Если а, р, у— ненулевые элементы из §3, удовлетво¬ 
ряющие условию ос + р + у = 0, то 

N а, р - А/р ? ^ Ny i а . 

2) Ес^ш ос, р, у, б принадлежат А а ос + Р + у + б --- 0, 
а + Р Ф 0, ос + у ^ 0, ос + б 0, то 

^ а, р^у, б ^р, а, 6 “f" а^р, 6 ^ Q? 
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Доказательство. 1) Так как а § Ф 0, р + у 0, а + у 0, 
то N a , 0 , Мр, ѵ и N y>a определены. Если хотя бы один из элемен¬ 
тов а, р, у не принадлежит А, то N a ,p = Мр, 7 = N y , a = 0 . 
Мы можем поэтому предполагать, что а, (5, у £ А. Из равенства 
В ([Е а , Ер], Е ѵ ) + В (Ер, [Е а , Е ѵ ])'=0 получаем N a ,$B (Е_ ѵ , 
Е у ) + N a .yB (Ер, E_ p) = — ІѴ а ,р — N a , у = 0. Следовательно, 
Na.fi = — N a ,y = Ny, a . Аналогично N p, v = M a ,p. 

2) Из равенства [E a , [Ер, E v ]] + [E p , [E v , E a ]] + [E v , [ E a , 
Ep ] 1 =0 следует, что M B , 7 ЛГ а , p+v + M v , a % v+6 + pW 7 , a+p 
= 0. С другой стороны, из того, что a + (Р + у) + б = 0, сле¬ 
дует, согласно 1), что W a ,p +7 = M 6 , a = —N a , 6 , и т. д. Q 

(2.6.4) Предположим, что а, Р и a + р принадлежат А. Если 
р + іа (— j < i < k) есть a -последовательность корней, содер¬ 
жащая р, то 

M ai p = M a ,p/V_a,-p = 4'(/+ 1 ) Л <®, “>• 

Доказательство. Пусть у = р — /а и v t = (ad Е а ) 1 f v , і = 0, 1, 
2, ... В формуле (2) из доказательства предложения (2.3.1) заме¬ 
ним \ на у, а на —а, k на / + 1 и получим 

(adE_ a ) (adE a ) Vj = — (/ + 1 ) (<у, — a> — -Т / {a, a)) Vj 

= (7 + 1) (y + 4- /a, a) 0 / = (/' + 1) (P — / a > a ) v i 

= -- 7 f(j + 1) & (a, a) iy 

(мы воспользовались тем, что —2 (Р, a)/(a, а) = k — /). 

Так как у, £ g (Р) и у ; - 0, то Vj = гЕ$ (г ф 0). Следова¬ 

тельно, [£_ a , J [fa, f р ] ] = — 2 -1 (/ + 1) Л (a, a) f p . С другой 
стороны, 

[f_a, l^oi, = ^a, pW_a, P^-a, -P^P* 

Поэтому Л1 а ,р - a ,_p - ~ (/ + 1) k (a, a). Q 

(2.6.5) #з каждого подпространства g (а) можно выбрать век¬ 
тор Е а таким образом , чтобы 

1) В (f a , f-a> = —1; 

2) Л/'а.р = Я а ,„р при а, р С Д. 

Доказательство. Для у С Д + положим Д ѵ = {a £ Д: —у <а< 
< у}. Предположим, что условие 1) выполнено для всех а С Д 
и что, если а, Р,а + Р принадлежат Д ѵ , то N а , р = Я_ а ,_ р . 
Если в Д ѵ найдутся элементы a , Р, такие что a + Р = у и 

|f a , fpl = N a> p f v , [f_ a , f_p] = Я_ а ,_рЕ„ ѵ , 
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то, обозначив один из квадратных корней из М а> $ через V р , 
положим 


Еѵ 


в 


и Е'.у 


N -*’ -1 Е 

~ ѴЖСІ Т 


Тогда [Е а , £ э ] = 1/ЛТ а>3 £^ и [£_«, £_р] = КМ а>3 £: ѵ . Так 
как- М а , р = ІѴ в> .р^_ в ,_ р , то В (Еу, Е 1 Ѵ ) = 5 (£ ѵ , £_ г ) = —1. 
Поэтому, изменяя, если надо, обозначения, мы можем считать, 
что N a ,fi = Я_ а ,_ р . 

Допустим, что в Л ѵ есть еще одна пара а', Р', для которой 
а' + Р' = у. Докажем, что = Я_ а ',_р'. Поскольку a + Р 

+ (— a') + (—Р') = 0 и a^a', a т^Р', a + Р 0, мы можем 
применить (2.6.3), 2): 

Л^а, р^-а', _Р' “1“ ^Р, -а'^а, -Р' Н~ ^_а', а^р, -Р' — 0, 

А^_а, -Р^а', Р' + Л^-Р, а'^Яа, р' + Л^а',-а‘Ѵ_р,р' = 0. 

Так как а, р,<у/, Р', очевидно, положительны, то, если какой-то 
из элементов ±( Р— a'), ±(а — Р'), ±(а — а'), +(Р —Р') 

является корнем, он принадлежит Д ѵ . Следовательно, Л/^р, _ a r 
= Л^_р } а ' и т. д. Кроме того, N a , р = M_ a ,_p =^= 0. Поэтому 
Л^а',6' = Я_ а ',_р'. 

Таким образом, наше утверждение может быть получено ин¬ 
дукцией относительно упорядочения в Д + . Q 

(2.6.6) Теорема. Пусть g — полу простая алгебра Ли с фунда¬ 
ментальной системой корней пи g — полу простая алгебра Ли 
с функциональной системой корней п. Если п ^ я, то g = д* 


Доказательство. Мы сохраняем обозначения из (2.6.2). Определим 
линейное отображение Ѳ из I) в I) условием ср (^) (Ѳ (Я)) = Я (Я) 
при Я С К І С f)o- Ясно, что Ѳ является изоморфизмом и 
(Ѳ (Я 3 ), Ѳ (Я 2 )> - <Я Х , Я 2 > при Я х , Н, С Ф (в силу (2.2.5)). 
Предположим, что 


3 — I) + РЕ а + Р Я_ а РЕ$-{- Р Я_ |з + • • ■, 

[Я, Е а \ = а (Я) fa (Я С 5), [£ а , Я_ а ] = — # а (a G 4), 


[£ а , Яр 1 = Я а , рЯ а+р , Я а , р = Я_ а> _р, если а, р, а + р £ Д. 


Так как ср (Д) = Д, то 

g ^ Ь + РЕ а + РЁ а + РЯр + РЁ _р + • • •, 


|Ѳ (Я), ЯД == а (Я) Я а (Я С W, [Я а , Я_ а ] = — Ѳ (Я а ) (а С Д), 
|Я а , Яр| — /Ѵ а ,р Я а+ р, Я а , р = ^а,.р, если а, р, а f р С Д 
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Пусть (3 + іа (—/ < і < k) есть a -последовательность, со¬ 
держащая (3. Тогда ер (Р) + кр (а) (—/ < і < k) будет ф (^-по¬ 
следовательностью, содержащей ф (р). Следовательно, 

N«, рА/_ а> -Р :z== -Р :=: ~2~ (/ 0 ^ (^> » 

и, значит, Я а>р = +Я а , р . 

С помощью индукции, основанной на рассмотрении мно¬ 
жеств Д т , как в доказательстве теоремы (2.6.5), мы докажем 
сейчас, что, заменяя некоторые из элементов Е ау Е_ а на — Е ау 
— Е_ ау можно добиться равенства Я а , р = Я а ,р. Предположим, 
что N a , р = Я а ,р, когда а, р, а + Р принадлежат Д у . В слу¬ 
чае, если а + Р = у и Я а) р = —Я а , р , положим Яу = — Е уу 
Еі у = — Я_ ѵ и получим, что [Е ау Е р] = —Я а , $Еу и [Е_ ау Е_ р] 
" —N a ,$E'-y. Поэтому мы можем считать, что Я а , р = іѴ а , р. 

Если |а', Р'} — другая пара, для которой а' + Р' = у, то, 
используя (2.6.3), 2), можно показать, что N a \ р' — N a \ ps 
аналогично тому, как это было сделано при доказательстве пред¬ 
ложения (2.6.5). 

Итак, мы можем предполагать, что N a , р = N a% р. Тогда отоб¬ 
ражение Я -> Ѳ (Я) (Я С I)) и Я а —> Е а (а С А) определяет 
изоморфизм алгебры g на g. Q 

(2.6.7) Пусть g — полу простая алгебра Ли с подалгеброй Картана 
і) и Д с Ьо — корневая система . Пусть , далее, ф — линейное 
преобразование в такое что ф (Д) = Д. Тогда преобразование Ѳ 
цз ді (Л), определенное формулой 

Ф (K)(Q(H)) = X(H) r Я С 1), к С f)o, 

может, быть продолжено до автоморфизма алгебры д. 

Это прямо следует из доказательства теоремы (2.6.6). 

Упражнение. Доказать, что в алгебре g существует базис, относительно кото¬ 
рого все структурные константы рациональны. 

[Набросок доказательства . Пусть \а ІУ ..., а,} —фундамен¬ 
тальная система корней. Выбирая подходящие Е а из g (а), полу¬ 
чаем искомый базис Н а , Я а/ , Е ау Е_ ау ... (используем индук¬ 
цию, как в (2.6.5) и (2.6.6)). ] 

2.7. Классические простые алгебры Ли 

На протяжении этого параграфа мы будем предполагать, что 
поле Р алгебраически замкнуто и char Р = 0. Согласно §§ 2.5 
и 2.6, классификация простых алгебр Ли над Р будет завершена, 
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если мы сможем для каждой из диаграмм Дынкина, перечис¬ 
ленных в (2.5.5), построить обладающую ею простую алгебру 
Ли. Такие алгебры были известны уже с конца прошлого столе¬ 
тия; позднее Харищ-Чандра нашел систематический способ их 
построения. (Подробности можно найти в книге [Джекобсон], 
гл. VII,) Здесь мы оставляем в стороне «исключительные алгебры 
Ли и изучаем лишь «классические», отвечающие диаграммам A h 
B h Сі и £>/. 

Обозначим через Е Г] матрицу, у которой на (/, /)-м месте стоит 1, 
а на остальных 0. Далее, пусть \ п обозначает единичную матрицу 
из gl (я, Р). 

(А) Специальная линейная алгебра Ли §1 (/ + 1, Р) (I > 1). 
Перечислим основные из полученных нами результатов об этой 
алгебре. 

Эта алгебра действует неприводимо на Р /+1 , проста и имеет 
размерность (/ + I) 2 — ■ 1 == / 2 + 2/. Алгебра 

|/Н ) 

() -= sdiag (/ + 1, Р) = I X' х,Е и : \\ !.| -Бч. ' °| 

служит ее подалгеброй Картана. Будем писать (л',. х /+ ,) вме¬ 

сто X х,-Е И . Определим е,- С [)* формулой 

е.,- (х ѵ .... */+,) = *,-, і = 1, .... / + .1. 

Тогда 

ad {x v .... = (х, —*,)£,/ (іФі), 

A = |е,- — e 7 : іфі\, 
я = {а,- = е ( . - е /+1 : t = 1, 

Элемент (х г , ..., дг /+1 ) £ 1) регулярен тогда и только тогда, когда 
все x t различны. Имеют место равенства 

В (X, Y) = 2 (/ + 1) tr XY, 

Ha i = "Jjrf jy (0, •••, 0, 1, — 1, 0, 0) (1 на t' -м месте). 

Следовательно, мы можем вычислить (а,-, а ; ) = В (Я а ., Я а .) 

= 2 (/+ 1) tr Я«,Я а .: 

1 . _ . 

/ + 1 ’ * 

< а /. а ,-> =_!_ I і _ 1 1 = 1 

2 (/ — j~ 1) ’ 1 У| ' ’ 

0, \i~j\>2. 

Таким образом, диаграммой Дынкина системы я является A h 
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Далее, рассмотрим представление 

el (л. P) Э Хн>/(Х)6 9l(0lK Я)), 
f(X)Y = — *XY-YX (Y£zUn,P)) 

(cm. ynp. 2 и 3 § 1.2) и для <p £ gl (n, P) положим 

/(ф) = {X e fll (Л, Я): /ГХ)Ф«0}. 

Ясно, что l (ф) есть подалгебра в gl (я, Р). Если элементы и, 
ѵ £ Р Д рассматривать как векторы-столбцы, то ^фу является 
билинейной формой., и, обратно, всякая билинейная форма на Р" 
имеет такой вид. Поэтому, полагая 

ф ( и , у) = і иЦ)Ѵ, 

мы получаем, что 

/ (ф) \Х £ gl (п, Р): ф (Хи, ѵ) -f- ф (и, Хѵ) = 0}. 

В этих обозначениях имеем 

1(\п) = 0(П, Р), 

I (J,,) = «у (я, Р) d gl (2«, Р), 
где 


Для доказательства того, что эти алгебры полупросты, нам по¬ 
надобится следующее предложение: 

(2.7.1) Пусть ф — невырожденная симметричная или кососим¬ 
метричная билинейная форма на Р п . Если п > 3, то I (ф) дей¬ 
ствует неприводимо на Р п . 

Доказательство. Предположим, что I (ф) оставляет инвариантным 
ненулевое некоторое подпространство W , и пусть 0 Ф w £ W. 
Пусть, далее, и £ ( Pw ) ± . Так как форма ф невырожденна, то 
найдется элемент ѵ £ Р п , для которого ф (ѵ, w) ф 0. Тогда 
линейное преобразование 

X: х ф (х, и) ѵ — ф (ѵ, х) и 
принадлежит I (ф), поскольку 

Ф (Хх, у) + ф (х, Ху) - ф (ф (х, и) ѵ — ф (ѵ, х) и , у) 

+Ф (х, Ф (у, и) ѵ - • ф (ѵ, у) и) 

= —ф (у, *) Ф О, у) + ф ( у , и) ф (*, у) = о, 

в силу предположения о симметричности или кососимметрично¬ 
сти ф. Так как Xw = —( ѵ , w) и , ф (у, ш) 0 и инвариантно 
относительно X, то и £ W , т. е. (Рш)- 1 с: U7. Отсюда следует, 
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что dim W > п — 1. Если бы dim W — п — 1, то мы имели бы 
W = ( Pw ) ± и W- 1 = Pw. Поскольку dim W = п — I > 2 и w — 
произвольный ненулевой вектор из W> это невозможно. Следо¬ 
вательно, W = Р п . Q 

Так как о (ц, Я) П Я1 Л = 0, то, в силу (2.7.1) и (1.4.11), 
алгебры Ли 

о(п, Р) (п > 3) и (п, Я) (/г > 2) 

полупросты. Далее, поскольку о (я, Я) состоит из двух кососим¬ 
метрических матриц, dim о (я, Р) = п (п — 1)/2. 

(В) Ортогональная алгебра Ли о (21 + 1, Я). Для того чтобы 
найти подалгебру Картана в удобной форме, мы вначале при- 
ведем форму 1 2 , +1 (х, у) = } ?=о \х 1 у і к виду ср (х, у) = х 0 у п 
+ 1 1=1 {ХіУі+і + *,+,«/,) с помощью линейного преобразования 

х 0 z -Vo, X t - —— (a-, -|- j — 1-V/+;), 

Xt+i = yj (x, - I 1 X /+I ) (I < i < /). 

Другими словами, положим 



1, 0 0 ' 


К 0 

0 1 

ф = 

0 0 1, 

, S = 

о ]/А 1( 

К-Т'< 

1 

0 1, 0 

1 J 


0 ух 1, 

-К-т>< 1 


ясно, что 5 1 = *S 9 т. е. S является ортогональной матрицей, 
и S“ J cpS = 1, /+1 . Далее, легко видеть, что 

о (21 \, Р) = I (1-2/ +1 ) = S" 1 / (ср) S. 


Так как I (<р) = {X £ ді (21 + 1, Р): + фХ = 0}, то 

Г/0 ta tb \ а, Ь£ P‘, 1 

/(ф) = Л В ді (I, Р), 

[V— а С —*а] *В = — В,*С = — *С, 

Обозначим через (х ъ х,) элемент алгебры I (ф), для которого А 
является диагональной матрицей с диагональными элементами 
x lt х і, а В, С, а, b равны 0. Пусть £) обозначает абелеву ал¬ 
гебру Ли, состоящую из всех (х ь х,). 
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Далее определим 
Е В[ условием b t = 1, 

E. tl условием a t = 1, 

Я,,«. условием в| 

£-(е. +Е/ ) условием С = E tj — E J{ ) 

Ее. ?; условием А =* £ /у (/ =£ j) 

(причем предполагается, что остальные элементы равны 0). Тогда 
{£ ±8 ., Е ±г , ±г . (і Ф /)} является базисом в / (ср) по модулю I) и 

ad (х х , .... A-;)£ ±Ei = ± х { Е ±в{ , 

ad (х,, лу) (£ ±е . ±е .) =(±х,-±х,-)£ ± е . ±е .. 

Отсюда, в частности, следует, что нормализатор алгебры () сов¬ 
падает с ней самой, так что I) — подалгебра Картана. Далее, 
д = j dtz&j , zbe,; dt в у (і Ф j)\ есть корневая система относи¬ 
тельно I). 

Положим 

а, = е А — е«, а, = 8, — е 3 , а,_ г = в / _ 1 — е ь а, = 8/. 

Тогда 

е / — 8 / = а і 4~ а /+і -j- • • • + а у (t < /), 

8 / “ 8 / = - ( а / + а / + 1 + • • • + а /) (/ < 0» 

±в- = ± (( 8 і — 8 /) + 8 /), 

=Ь (в/ + 8 /) = 4= ((в/ 8/) + (8 у ~ 8/) + 28/) (І ф /). 

Следовательно, каждый корень является линейной комбинацией 
корней а х , ..., с неотрицательными или неположительными 
целыми коэффициентами. Значит, я = {а А , ..., а/} — фундамен¬ 
тальная система корней. 

Далее, для любого Я = (х І9 */) С I) имеем ввиду (*): 

В(Н, Н) = 2 f У *? + S <(*, + */) 2 + (*, - */) 2 )) 

=* 2 (2/ — 1 ) V.*?=-(2/-l)tr Я' 2 , 

І 

(0, .... о, 1,-1, 0, /</, 

(1 на /-м месте) 

(О.о, 1), » = /, 
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И 

(а«, «/■> = I 2(2/ ~ 1} ’ 

I О, 

/ 1 

2 / — 1 ’ 

(а,, а,-) = I , 

' 2 (2/ — 1)’ 

Отсюда видно, что диаграмма Дынкина алгебры I (ф) совпадает 
с B h Следовательно, алгебра о (21 + 1, Р) ^ / (ф) проста. В силу 
упр. 5 § 1.5, 

В (X, Y) = (21 — 1) tr XY. 

(С) Симплектическая алгебра Ли $p (I, Р) (I > 1). Имеем 

«Р(/,/>) = {*€ 9І (2/, Я): 'ХУ, + УД = 0} 

(/Л В \ ) 

= ([ с _ м ): л, В, С 6 gI(/,P),e = 'B,C-'cJ- 

Согласно замечанию, следующему за (2.7.1), алгебра (/, Р) 
полупроста и неприводима для всех / > 2 и $р (1, Р) = §1 (2, Р). 
Далее, 

dim ар (/, Я) = Я + 2 ( . + 1}/ = 2Г 2 + I. 


11 ~ /1 = 1. 

і < /, 
і = l. 


Положим 


(х,, .... *,)< 


*1 


0 


** ! 



— П 


0 


— 4 


- [° °\ 
Ег і +е і == \Е и + Е іі О/’ 


0 El,- -f- E[j 

r°i \0 0 
0 


E-e -в ■ '■— 


Es.-b ■ — 


b r*l VO 


(»'. / = l, •••. 0. 


— E,,} 


Тогда 


ad^j, .... ^)£±e i ±e / = (±^±-K/)£'±e < ±e.. 
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Отсюда видно, что I) = {(ад, x t )\ является подалгеброй Кар- 
тана. 

ПОЛОЖИМ = 8 Х — 8 2 , 0 С / _ 1 = 8 г _ г — 8/ и а г = 28/. 

Тогда 8/ — s у =s а/ -f- а /+1 + • • • + 0С/-і (* < /), 

8 ; — £у — — (а ; - + а /+і + * * * + а /_і) (/ < О» 

±( 8 t + 8 /) = ± ((в/ - 8/) + ( 8 ; ~ 8 /) + 28/). 

Следовательно, я = {а х , ..., а/}—фундаментальная система корней. 
Для Я = (jti, ..., X/) имеем: 


В (Я, Я) = 2 Ъ (х, + * у ) 2 + 2 Ѵ (.ѵ,. - * у ) 2 

-2(2/ + 2) I *? = (2/ + 2ЦгЯ*, 
(0. О, .... О, 1, — 1, 0, 0), і < /, 


Н а . = 


4(/ + 1) 


(а,-, а у ) .= ! 0, 


(а,, а,-> = 


4(/ + 1) 

1 

4(/+1) ’ 


(1 на і-м месте) 

(0, .... о, 2 ), 


I 2(/ + І) ’ 
1 

2(1 + 1 ) ’ 
1 


І = /. 

I * — / I = 1. l '<4 / < l, 

II — / I > 2, 

/ = / — 1, / = /, 

i < /, 
i = /. 


/ + 1 ’ 

Отсюда видно, что диаграмма Дынкина для {а х , ..., а/} совпадает 
с С/ и алгебра (/, Р) проста. Следовательно, также 

В (X, К) = (2/ + 2) tr ХК. 


(D) Ортогональная алгебра Ли о (2/, Р) (/ > 3). Большая часть 
рассуждений, относившихся к алгебре о (21 + 1, Р), проходит 
и здесь. Отметим только различия. Мы полагаем 



(|/Чь р- 

-4., 

\і, о ! 

5 \ і/ ~ 1 I 


V Г 2 1 « Р 


и получаем, что S l (pS = 1 2 , и S ] 1 (ср) = о (2/, Р), где / (<р) 
совокупность матриц вида 

А 8 \ А, В, Се іЦІ.Р), '5 + Д = 0,<С + С==0, 


(7 


•М 
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Далее рассматриваем I (ср). Пусть 

К О 

(*,, ...,х,)= Х ‘—Х 1 

О — 

и f'ie.+e. (* ^ /) определены аналогично предыдущему. 
Тогда 

ad(x v Х[)Е ±е . ±е . = (±х і ±х і )Е ±Еі±е .. 

Следовательно, I) — подалгебра Картана и 
А = { іЬву * 1 ^ if j ^ І ~ф~ j\ 

— корневая система. Полагаем 

Я = 1«1, •••, а Л> 

а і == е і — е 2> •••> а г-і = е і~} — е г> а / = &і-і “Ь 6 1 - 

Из формул 

а і + а г+1 Н-+ а /-и і < /. 

— (а,- + а /+ , Н- h а /-і). / < Е 

± ( 8 < + 8 /) = ± (( 8 < — 8 /-і) + ( 8 / — 8 /) + ( 8 /-і + 8 /)), і < /", 

видно, что я — фундаментальная система. 

Для Я = хі) имеем: 

В (Я, Я) = £ {±x i ±x j f = 2(2/ — 2) 23 х? = (21 - 2) tr Я 2 , 

;</ 

(O’ 1.-1, 0. -.0). і</, 

(0 

о ^2/ 2) "*» 1 » 0» І === іу 




{a L f а } ) 


0, 

— 1 

2 ( 2 / — 1 ) ’ 
— 1 

2 ( 2 / — 2 )’ 
о, 


I і ~~ І I > 2, іфі, \ф l, 
i = I — 2, / = /, 

II /| = 1, І ф l, j ф l, 
іфІ — 2, іфі, j = /, 


1 

2 / — 2 ’ 


t = /. 
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При / = 1 эта алегбра Ли одномерна. При / = 2 имеем а ь а 2 > 
— 0, и диаграммой Дынкина является ° о 

Следовательно, 

о(4, Я)£ё А г 0 А ѵ 

Если / > 3, то я неразложима и о (2/, Р) — простая алгебра 
типа D/. Заметим, что D 3 = А 3 . Имеем 

В (X, У) = (21 — 2) tr XV. 


Размерности простых алгебр Ли представлены в следующей 
табличке: 


Алгебра Ли 

a i 



D i 

g 2 

Г i 

£ e 

Г 7 

£ 8 

Размерность 

(z + ip-i 

2/a Ч- / 

2/ 2 + / 

2/ 2 — / 

14 

52 

78 

133 

248 


Упражнение 1. Показать, что <81 (2, Р) ^ о (3, Р) ^ <8р (1, Р), о (5, Р) ^ Зр (2, 
Р), о (6, Р) ^<81 (3, Р). 

Упражнение 2. Разложить о (4, Р) в прямую сумму всех простых идеалов. 


Приложение. Исключительные алгебры Ли 


Пусть g — алгебра Ли (над Р)> порожденная (как линейное 
пространство) множеством { Н ІУ Е±і.> Е% г ъ,:. 

где Н г + # 2 + Я 3 = 0 и + Х 2 + = 0» причем умножение 

определено следующим образом: 


\Ek.y Е'к. ] уг- Р (Г /» Е) 

[Еь г Е-х.) = у=Ех.-х г 

[£-V Ex.-Xj] = Е-х., 


[E.x r E.x j ]^y^^(i,j,k)Ex k , 
[ Ex.-Xj, Exj] = -р|- Ex., 

[Ex.~%jy Ex.-K k \ = E% r x k y 


\H : , H+x.\ = +-^Е ± х., [И,, E ± x ( ] = ± iV^iV 

[/У,, £ ± (X £ -x / )]_= ± 4" £± (*•<“*'/)’ 
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где і, /, k попарно различны и р (і, /, k) = —1 или 1 в зависи¬ 
мости от того, образует ли тройка (і, /, k) нечетную или четную 
перестановку тройки (1, 2, 3); далее, 

[£ v E. h ] = - H t (і = 2, 3), [£ ѵ Е. К ] = Я 4 , 

Еі г х. ] = Я, — Я,- для (і, /) = (2, 3) или (3, 1), 

= Яо — Я 4 ; 

все остальные произведения равны нулю, если их значения не 
получаются непосредственно из приведенных выше формул. 

Тогда g — простая алгебра Ли и I) = РН г + РН 2 — ее под¬ 
алгебра Картана. Полагая = е 2 — е 3 , Х 2 = е 3 — e lf Х 3 = е х —е 2 , 
получаем 

А = 1е Р — е 9 , ± (е р + е, — 2e r ): p,q,r= 1,2, 3}, 
л = {а х = 8і — е 2 , а 2 = е 2 + е 3 — 28!}, 

так что g — алгебра Ли типа G 2 . 

Для исключительных алгебр Ли типа £ и F мы лишь выпи¬ 
шем корневые системы и фундаментальные системы (ниже е х , 
е 2 , ..., — некоторая ортонормированная система и е (8 > = е 2 + ... 

+ е 8 ): 


Е а : 

А = 

іе р — 

е <?> 

(е р + ~г 8 г — e s ~~ e t — £u±V 2е 7 )/2, 







± V 2е 7 : р, ..., м = 1, 

6Ь 


я = 

1 «/ = 

е « • 

е /+і» а б : 

— (— е х — е 2 — 8 3 -f- е 4 -f- е 5 -f- е 6 







Н~ і/ 2е 7 )/2: і = 1, 

,5}; 

Е, : 

А == 

I е » 

Е^> 

(«,, + е 9 + 8 r + e s — е 4 — е„ — е 0 — s w )/2: р, .. 

., да 






= і, ... 

,8}, 


я = 

1«/ = 

8/ 

г і+ V а 7 





= (— 

£ 1- 

— 8 2 8 3 - 

е 4 Н~ 8 5 8 б “Ь е 7 + е 8 )/2: і = 1, ... 

,6}; 

00 

А = 


±8, 

со 

+1 

о 

(8) — , ± (у е< 8 > — е р — е ? — е г 

)= 





p,q,r= 1, ..., 

в}. 


л = 

{ а і = 

8 І ' 

-е<+і. а 8 

=-2" е<8> "Г е в ~Ь е 7 -)- е 8 : 







г = 1, ..., 

7 } ; 

8*: 

А = 

; (± 8 Р 

, ± 

8p±8q f — 

(±е 4 ±е 2 ±е 3 ±е 4 ): p,q=*\, 4І, 



л = 

ь= 

= 

1 , 

«! = -(■ 

— 8 г — е 2 + е 3 + е 4 ), 



«а = е 2 — е 3 , а 4 = е 3 — е 4 1. 



Глава 3 


КОГОМОЛОГИИ АЛГЕБР ЛИ 
И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 


3.1. Когомологии алгебр Ли 

Пусть Р — поле, L — алгебра Ли над Р, V — векторное про¬ 
странство над Р и (К, /) — представление алгебры L. Будем 
называть Ѵ-коцепью размерности q алгебры L всякое ^-линейное 
знакопеременное отображение с: L X... X L -> V. Напомним, 
что полилинейное отображение с называется знакопеременным 
(і альтернирующим ), если с (Х ІУ ..., X q ) = 0, в случае когда 
X; = Xj для какой-нибудь пары индексов і, /, 1 <і<І< q. 
Заменяя X t и X,- на X t + X;, мы видим, что с удовлетворяет ус¬ 
ловию 

с(Х ѵ ..., X if ..., Ху, ...,]Хд) -j- р(Х ѵ ..., Ху, ..., Х і9 ..., X q ) = 0. 

Пусть C q = C q (L, V) обозначает векторное пространство всех 
F -коцепей размерности q , q = 1, 2, 3, ... . Кроме того, положим 
С° (L, V) = V. Определим линейное отображение d : C q (L, V ) 
-> C q+l (L, V) (q = 0, 1, 2, ...) формулами 

' dc(X) = f (X)c, если c £ C° (L, V), 

< 7+1 ^ 

dc(X v ..., X m ) = I (- 1 )‘ +1 /(X,.) C (X 1( x t ,.... X, +1 ) 

(1) i v . 

+ I (- l) ,+ /c([X 4f XJ, X v .... x,. ( .... Xj, ..., X, +1 ), 
«</■ 

если с £ О (L, V), q>0, 

где шляпка означает, что соответствующий член должен быть 
пропущен. Легко видеть, что dc £ С ѵ+1 ( L , Г). 

Докажем, что dd = 0. С этой целью мы вначале введем опера¬ 
торы Ѳ (X) и t (X) для X £ L. Для каждого # оператор Ѳ (X) — 
это эндоморфизм пространства С ? (L, V), заданный формулами 

Ѳ (X) с = / (X) с, если с 6 С° (L, V), 

(Ѳ (X) с) (Ху, ... , X q ) = f (X)/c(X l , ..., Xq)) 

( 2 ) < l 

- I c(X x .IX, XJ,..., X ? ), 

/=1 

если c £ О (L, V;, q > 0 
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оператор і (X ) — это линейное отображение из C q ( L , У) в 
C q ~ l ( L , У) (мы полагаем С -1 (L, У) = 0), заданное формулами 

t і (X) с = 0, если с £С° (L, V), 

(3) (і(Х)е)(Х ѵ .... Х м ) = с(Х, X lf .... Х н ), 

( если с ^ С* (L, У), q > 0. 

Непосредственные вычисления дают: 

(4) 0(X) = i(X)d + doi(X), 

(5) і([Х,У]) = Ѳ(Х)і(У)-і(У)Ѳ(Х) 

для любых X, У £ L. Докажем следующее равенство: 

(6) 0 ([X, У]) = Ѳ (X) Ѳ (Г) - Ѳ (У) Ѳ (X) (X, Y £ L). 

С этой целью положим 5 (X, Y) = Ѳ ([X, У]) — (Ѳ (X) Ѳ (У) 
— Ѳ (У) Ѳ (X)) Если с 6 C a (L, V), то 

S (X,Y)c = f([X,Y))c~ (/ (X) f(Y)-f (У) f (X)) с = 0. 

Предположим, что S (X, У) C ?_1 (L, V) = 0. Для с £ C q ( L , У) 
и Z £ L, применяя повторно (5), получаем 

і (Z) (Ѳ (X) 0 (У) с) = (0 (X) і (Z) - і ([X, Z])) 0 (У) с 

= 0 (X) (0 (У) і (Z) - і ([У, Z])) с - Ѳ (У) (і [X, Z] - і ([У, [X, ZJ)) с 

= Ѳ (X) 0 (У) і (Z) с — Ѳ (У) у ([X, Z\)c — 0 (X) і ([У, Z])c 

+ і([У, (X, Z]J) с. 

Так как i (Z) с £ C q ~ l ( L , У), то 
1 (Z) (Ѳ (X) Ѳ(У) — 0 (У) 0 (X)) с 

= 0 (X) Ѳ (У) і (Z) с — 0 (У) Ѳ (X) і (Z) с + (і ([У, [X, Z]]) 

— 1 ([X, [У, Z])) с 

= 0 ([X, У]) і (Z) с — і ([[X, У], Z]) с = і (Z) Ѳ ([X, У]) с. 

Следовательно, і (Z) (S (X, У) с) = 0 для всех Z, и, значит, 
5 (X, У) = 0. Тем самым (6) доказано. 

Докажем теперь индукцией по q формулу 

(7) dQ (X) = 0 (X) d (X 6 L). 

Для с £ С° (L, У) имеем 

(Ѳ (X) dc) (У) = / (X) (£fc (У) - dc ([X, У ])) 

= f (X) f (Y) с - f ([X, Y }) с = f (У) / (X) с 

= (de (X) с) (У) 



94 


Гл. 3. Когомологии алгебр Ли и их применение 


Предположим теперь, что d J (X) с = Ѳ (X) dc для с £ О -1 (L, V), 
и возьмем с £ С 4 ( L , V). Для Y £ L, используя (4)—(6), получим 

і (Y) (d0 (X) — Ѳ (X) d) с = (Ѳ (Y) — di (Г)) Ѳ (X) с 

+ (I ([X, Г ]) - Ѳ (X) I (Y)) dc = Ѳ (Y) ѳ (X) c 

+ d(i((X, П)-Ѳ(Х)і(К))с + (Ѳ([Х, Y) 

— di (IX, Y ])) c — Ѳ (X) (Ѳ (K) — di (К)) c 

= (Ѳ (X) d — d0 (X)) (i (K) e) = 0. 

Поскольку Y — произвольный элемент алгебры L, мы заклю¬ 
чаем, что (еШ (X) — Ѳ (X) d) с = 0. Таким образом, формула (7) 
доказана. 

Теперь будем доказывать равенство 
(8) ddc = 0 для с £ О ( L , V), 

снова применяя индукцию по q. Для с £ С э (L, У) имеем 

(ddc) (X, Y) = f (X) (dc (Y)) - f (Y) (dc (X)) - dc ( [X, Y ]) 
= /(X) (f(Y) c )-f(Y)(f(X)c)-f((X, Y])c = 0. 

Далее, допустим, что (8) выполняется для q — 1, и возьмем 
с £ C q (L, V). Для X £ L, в силу (4) и (7), 

і (X) (ddc) = (Ѳ (X) — di (X)) dc 

- d0 (X)c — d (Ѳ (X) — di (X)) c = dd (i (X) c) - 0, 
и, значит, ddc = 0. 

Назовем коцепь z £ C q (L, l/) коциклом , если dz = 0. Пусть 
Z* 7 (L, /) обозначает совокупность всех коциклов размерности q. 
Положим также dO -1 (L, У) = В? (L, /) (пространство когра¬ 
ниц). Ясно, что Z q (L, /) и B q (L, /) — векторные подпространства 
в C q (L, К), причем Z q (L, /) ю В* 7 (L, /), поскольку dd = 0. 
Факторпространство Z q ( L , Л/В 67 (L, /) = H q (L, /) (<7 = 0, 1, 2, ...) 
называется пространством q -мерных когомологий алгебры L 
относительно представления ( V , /). 

Упражнение 1. #° (L, /) = 0 тогда и только тогда, когда из f (L) ѵ = 0 (ѵ £ У) 
следует, что ѵ = 0. В частности, Н° (L, ad) = 0 тогда и только тогда, когда 
центр z (L) алгебры L равен 0. 

Упражнение 2. Z 1 (L, ad) = der (L), В 1 (L, ad) = ad (L). Следовательно, ал¬ 
гебра L полна тогда и только тогда, когда Н° (L, ad) = Н 1 (L, ad) = 0. 

Упражнение 3. Пусть V — одномерное векторное пространство, а / — триви¬ 
альное представление, т. е. / = 0. Обозначим соответствующие пространства 
когомологий через H q (L, 0). Тогда 

tf°(L, 0)=/>, dim Н 1 (L, 0) = dim (L/L ( 1} ). 
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Показать, что в этом случае можно, используя грассманово умножение в 2 q C q (L, 
Р), определить умножение в Я* (L, 0) = Е^Я* 7 (L, 0) так, что Я* (L, 0) станет 
ассоциативной алгеброй. 

3.2. Применения теории когомологий 

(А) Полная приводимость. Пусть V — векторное пространство 
над полем Р, L — алгебра Ли и /: L -> gl (F) — ее представле¬ 
ние. Предположим, что существует векторное подпространство U 
в F, такое что / (L) U а U. Подберем векторное подпространство 
W а V так, чтобы V = U ® W (прямая сумма). Тогда для лю¬ 
бых X£L, u£Ukw£W 

U(X)u = f 1 (X)u, 

(U i f{X)w = g(X)w + f t (X)w, 

где g (X) w (j U и / 2 (X) w £ IT, так что мы имеем линейные 
отображения L -*■ gl ((/), / 2 : L -> gl (IT) и g: L Нош (IT, (/). 
Из того что / — представление, сразу следует, что 

(2) /і и / 2 — представления, 

(3) g([X, Y])=f 1 (X)g(Y)-g(Y)f t (X)-f 1 {Y)g(X) 

+ Я (X) h ( У ). 

причем верно и обратное. Точнее: 

(3.2.1) Утверждения (2) и (3) справедливы тогда и только тогда , 
когда отображение /, определенное формулами (1), есть пред¬ 
ставление. 

Пусть теперь W' — произвольное подпространство в V , до¬ 
полнительное к U. Тогда W' — (1 + h) IF, где 1 -тождествен¬ 
ное преобразование W и h £ Нот (IF, U). В самом деле, если 
до' £ И?', то до' = и + до, где элементы и £ U п w £ W одно¬ 
значно определяются по до'. Поскольку отображение IF' Э ДО' 
до £ 1F взаимно-однозначно, мы можем положить и — h (до). 

(3.2.2) При h £ Нот (IF, t/) подпространство (1 + h) W тогда 
и только тогда инвариантно относительно / ( L ), /согдя 

(4) h о / 2 (X) — f 1 (X)oh = g (X) для X £ L. 

Доказательство. При до £ 1F и X £ L имеем / (X) (до + hw) 
= g (X) до + / 2 (А) до + /і (X) hw. Так как g (X) до + / г (X) hw 
£ U и f 2 (X) w £ W, то g (X) до + / х (X) hw ~ hf, (X) до, если 
/ (X) (до + hw) £ IF'. Обратное очевидно. Q 

(3.2.3) (Упр. 2 § 1.2) Положим 

F (X) s = (X) s — s/ 2 (X) йля X £ L и s £ Horn (IF, £/). 
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Тогда (Нош (W, U)> F) — представление алгебры L. 

(3.2.4) Отображение g из Нош (L, Нош ( W , U)) ]= С 1 (L, 
Нош ( W , U)) удовлетворяет условию (3) тогда и только тогда , 
когда оно принадлежит Z 1 (L, /). 

Доказательство. Имеем 

№ (X, Y) = F (X) g (Y) — F (Y) g (X) - g ([X, Y ]) 

= fi (X) g (Y) — g (Y) f t (X) - fx (Y) g (X) 
+ g(X)f a (Y)-g([X, Y ]). 

Следовательно, (3) выполняется тогда и только тогда, когда 
dg = 0. О 

(3.2.5) Пусть g £ Нош (L, Нош ( W , U)). Для того чтобы суще~ 
ствовало отображение h, удовлетворяющее равенству (4), необ¬ 
ходимо и достаточно , чтобы выполнялось условие g £ В 1 ( L , F). 

Доказательство. Если h £ Horn ( W , Л/), то 

(dh) (X) = F(X)h = fx (X) h - hf, (X). Q 

Итак, мы доказали следующую теорему, играющую основную 
роль в доказательстве полной приводимости некоторых пред¬ 
ставлений: 

(3.2.6) Теорема. Пусть ( V , /) — представление алгебры Ли L 
и U — подпространство в V, инвариантное относительно [ (L). 
Положим Д = fu и / 2 = fv/u ■ Тогда формула 

F (X) s = А (X) s - s/ 2 (X), 

гЗе X С L, s Q Нош (V/U, U), определяет некоторое представ¬ 
ление алгебры L; если Н 1 ( L , Е) = 0, то найдется векторное под¬ 
пространство W' в V, такое что V = U 0 W' (прямая сумма ) 
и f (L) W 7 ' cz W". 

(В) Расширения с абелевыми ядрами. Пусть Е и L — алгебры 
Ли над Р. Предположим, что существует сюръективный гомо¬ 
морфизм F: Е -*■ L, ядро которого V = F~ l (0) абелево. Линей¬ 
ное отображение г: L -> Е называется сечением, если F о г — id, 
где id — тождественное отображение (L на себя). Определим 
отображение f \ L -* gl (К), полагая для X £ L и ѵ £ V 

/ (X) о = [г(Х), о]. 

Если г' — другое сечение, то F (г (X) — г' (X)) = X — X = 0, 
откуда г (X) — г' (X) £ V и, следовательно, [г (X), ѵ ] = [г' (X), о], 
т. е. / не зависит от выбора г. 



3.2. Применения теории когомологий 97 


(3.2.7) (У, /) — представление алгебры L. 

Доказательство. Для X, Y £ L и ѵ £ V 

(/ (X) f (F) — / (F) f (X)) v 

= [/-(X), [r(Y),v]]- [r(F), [r(X), v]] 
— [ [г (X), r (F) ], v ]. 

С другой стороны, так как F (г ([X, Y ]) — [г (.X ), г (F) ]) = 0, то 
г (ІХ, К I) — [г (X), г (F) ] £ V. Следовательно, 

[ [г (X), г (F) ], у] = [г ([X, Л), ѵ] = /([X, Y\)v Q. 

(3.2.8) Определим отображение g : L X L -*■ V формулой 
g(X, F) = ИХ), г, (К)]-г ([X, Л). 

Тогда g £ Z 2 (L, /). 

Мы будем называть g факторкоциклом, соответствующим се¬ 
чению г. 

Доказательство. По определению, g (X, X) = 0, т. е. g £ С 2 ( L , 
У). Для любых X, Y, Z £ L имеем 

dg (X, Y , Z) = / (X) g (Г, Z) + f(Y)g (Z, X) + f(Z)g (X, 

Y) — g ([X, Y], Z) — g ([F, Z], X) - g ([ Z, X), Y) 

= Ir (X), [г (F), г (Z)] ] - [г (X), r ([Y, Z\) 

+ [r(Y), [r (Z), г (X) ]] — [r(F), HIZ, X]) ] 

+ [r (Z), [г (X), г (Л) ] ] — [r (Z), г ([X, Y ])] 

- [г ([X, Y}), r (Z)] + г ([X, Y] Z}) - [r ([F, Z])‘ 

г (X)] r + ([ [K, Z], X]) — [r ([Z, X]), 

г (F)] + r ([ [Z X], Л) = 0. 0 

(3.2.9) Пусть r x и /- 2 — сечения, a g x и — соответствующие 
факторкоциклы. Тогда g 1 —g 2 € В 2 (L, f). 

Доказательство. Положим /г (X) = r x (X) — r 2 (X) для X £ L. 
Тогда h £ C l (L, V). Для X, Y £ L имеем 

(X, Y) = [/y (X), /у (Y) 1—/-П [X, Y ]) = [r 2 (X) + h (X), 

r 2 (F) + h (F) ] — r 2 ([X, FI) — /і ( [X, F]) 

= (lr 2 (X), r 2 (F)] - r 2 ([X, F))) + ([h (X), r 2 (F)] 

+ [r 2 (X), h (F)] -h ([X, F])) 

= £2 (X, F) + dh (X, F). Q . 


4 M. Гото. Ф. Гроссханс 
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Определение . Пусть V — векторное пространство, L — алгебра 
Ли над полем Р, и пусть задано представление ( V , /) алгебры L. 
Будем называть расширением (алгебры L), принадлежащим \L (V, 
/)}, всякую пару ( Е , F), такую, что 

1) Е — алгебра Ли над Р\ 

2) F : Е -*■ L — эпиморфизм; 

3) F" 1 (0) = У — абелев идеал в Е\ 

4) для любого сечения г функция /, определенная равенством 
/ (X) ѵ = \r (X), ѵ ] для X £ L и ѵ £ V, совпадает с данным пред¬ 
ставлением. 

Два расширения (E ly F ± ) и (Е 2у F 2 ) называются эквивалент¬ 
ными , если существует такой изоморфизм Ѳ алгебры Е 1 на Е 2 , что 
Ѳу = ѵ при и £ V и F 2 -Q = F ± . 

Обозначим через | L, У, / | множество всех классов эквивалент¬ 
ности расширений, принадлежащих {L, (V, /)}. 

(3.2.10) Для любого g £ Z 2 (L, /) существует пара (£, F), такая 
что g является факторкоциклом , соответствующим некоторому 
сечению . 

Доказательство. В прямой сумме Е = L ® У определим умноже¬ 
ние формулой 

[(Х ь а,), (Х 2 , ѵ 2 )] = ( [Х х , Х 2 ], f (Х х ) v 2 -f(X 2Vl + g (Х ъ Х 2 )). 

Тогда Е становится алгеброй Ли, a V — абелевым идеалом в Е. 
Отображение F : (X, ѵ) X является гомоморфизмом £ на L. 
Определим сечение г, полагая г (X) = (X, 0). Тогда [г (X), 
г (Y) ] = ([X, Y], g (X, Y)) = r(lX, Y])+g(X, Y). Q 

Используя полученные выше результаты, докажем следующую 
важную теорему; 

(3.2Л1) Теорема. Существует взаимно-однозначное соответствие 
между IL, V, /| и Я 2 (L, /). 

Доказательство. Возьмем произвольный элемент из | L, V, f |, 
выберем в этом классе эквивалентности какого-нибудь представи¬ 
теля и зададимся некоторым сечением г. Согласно (3.2.8), этому 
сечению г отвечает определенный факторкоцикл g. Если расшире¬ 
ния (Е и Fx) и (Е 2 , F 2 ) эквивалентны, ^иг, — сечения и g lt g 2 — 
соответствующие коциклы, то, как нетрудно проверить, модифи¬ 
цируя доказательство (3.2.9), gx — g 2 £ В 2 (L, f). Таким образом, 
построенное отображение из {L, V, f\ в Я 2 (L, /) определено кор¬ 
ректно. В силу (3.2.10), оно сюръективно. 

Покажем, что это отображение взаимно-однозначно. Пусть 
коциклы gi соответствуют сечениям г,- расширений ( Е F t ), і = 1, 
2, и gx — g 2 £ В 2 (У, f). Мы хотим доказать, что расширения 
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(Е І9 ^і) и {Е 2 , ^ 2 ) эквивалентны. Предположим, что g x — g 2 = dh , 
где h £ C 1 (L, У) = Horn (L, У). 

Заметим, что E t = r { (L) 0 У (прямая сумма векторных про¬ 
странств) для t = 1,2. Определим Ѳ : Е г ->• Е 2 равенством 

(5) Ѳ (г г (X) + ѵ) = г 2 (X) + (Л (X) + и) для X £ Ь,ѵ £ У. 

Ясно, что отображение Ѳ линейно и Ѳ = id на У. Если r 2 (X) 
+ (Л (X) + и) = 0, то X = 0 и ѵ = 0, так что Ѳ взаимно-одно¬ 
значно. Из (5) следует также, что F ± (г г (X) + ѵ) = F 2 Q (r ± (X) 
+ v) = X. Поэтому достаточно доказать, что Ѳ — гомоморфизм 
алгебр Ли. ' 

Для любых X, Y £ L и а, ѵ £ У имеем 

Ѳ ([/і (X) + и, г х (У) + »]) = Ѳ ([г, (X), г х (Y)] + f (X) о 
-f(Y) и) = в (ft (X, Y) + r t ([X, Y]) + / (X) v- 
— f (Y) и) = r 2 ([X, Y]) + (h ([X, F])+ft (X, Y) 
+ f (X)v-f (Y) u) = lr t (X), r 2 (Y)} -ft (X, Y) 
+ h([X,Y])+ gl (X, Y) + f (X)v-f (Y) и 

(последнее равенство следует из (5)). С другой стороны, 

А (X, Y) -ft (X, У) = dh (X, Y) = / (X) h (Y) 

— / (Y) h (X) — h ([X, Y}). 

Следовательно, 

Ѳ ([г, (X) + и, ^ (К) + v])= [r 2 (X), r 2 (Y)} + f (X) h (Y )— 

— f (У) h (X) + f(X)v-f(Y) a = lr 2 (X) 

r 2 (Y)] + f (X) (h (Y) + v)-f (Y) (h (X) + u) 

= [г 2 (X) + h (X) + a, r 2 (У) + h (Y) + o] = 

- [Ѳ (r x (X) + u) f Q(r 1 (Y) + v) ]. □ 

Определение . Расширение называется расщепимым, если отвеча¬ 
ющий ему факторкоцикл является кограницей. Для всякого 
расщепимого расширения мы можем взять g = 0, т. е. выбрать 
сечение г, являющееся изоморфизмом алгебр Ли У 

(3.2.12) Я 2 (L, /) = 0 тогда а только тогда , когда вог расшире¬ 
ния , принадлежащие {L, (У, /)}, расщепимы. 


1 Иначе говоря, в этом случае £ = г (L) ф К, где г (L) — подалгебра в £, 
изоморфная алгебре L. — Прим. ред> 

4 * 
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3.3. Эндоморфизм Казимира 

На протяжении этого параграфа Р — произвольное поле 
характеристики 0, а g — полупростая алгебра Ли над Р. 

Пусть (У, /) — представление алгебры д. Положим B f (X , 

Y) = tr (/ (X) f (Y)) для X, Y £ g. В силу (1.5.4), B f — ин¬ 
вариантная билинейная форма. 

(3.3.1) 1) Если Bf — 0, то f = 0 (т. е. f (X) = 0 для всех X С д). 

2) Если представление f точно (т. е. взаимно-однозначно ), 
то форма Bf невырожденна. 

Доказательство. 1) Предположим вначале, что Р = Р. Пусть 

V — векторное пространство над Р у і) — подалгебра Картана 
алгебры д, А = \к, р, ...} — совокупность всех весов предста¬ 
вления (У, /), ассоциированных с I), и V = V (X) ф ... — раз¬ 
ложение на весовые подпространства. Тогда для каждого а С А 

Bf (Н а ,Н а ) = Г (dim V (>і)) (?і,а) 2 . 

Поскольку (к, а) С Q, из равенства B f = 0 следует, что (к, 
а) = 0 для всех к С А и а С Д. Следовательно, А = {0} и 

V = V (0). Поэтому f (Е а ) V с= V (а) = 0, т. е. f (Е а ) = 0 при 
а £ Д, и / (# а ) — —[/(£ а ), f (Е_а) ] = 0. Так как элементы 
Н а (а С А) порождают 1) (как векторное пространство), то 

/ = о. 

Рассмотрим теперь общий случай. Возьмем какое-нибудь 
алгебраически замкнутое поле Я, содержащее поле коэффициентов 
пространства У, и построим алгебру Ли д р и векторное простран¬ 
ство У р . Пусть Е ІУ ..., Е п — базис в д. Так как ді (У р ) = ді (У) р 

Z) ді (У), то, полагая 


? (*і£і + ... + х п Е ) = xj (£ х ) + ... + x n f (£„) (дс, С £), 

мы получим представление (У р , /) алгебры g p . Обозначим через Bf 
билинейную форму на д р , соответствующую этому представле¬ 
нию. Ясно, что Bf (X, Y) = Bf (X, Y) для любых X, Y С д* 
Если f Ф 0, то f Ф 0 и Bf Ф 0. Так как д порождает д р , то 
и Bf Ф 0. 

2) Пусть д х = {X С 9- (g, X) = 0|. Ясно, что это идеал 

в д. Следовательно, д х — полупростая алгебра. Обозначим через 
/і ограничение представления f на д х . Так как (У, / х ) — пред¬ 
ставление полупростой алгебры д х и Bf 1 = 0, то, в силу 1), 
h = 0. Поскольку f — точное представление, то ді = 0. Q 

Пусть (У, /) — точное представление алгебры д, и пусть 
Е І9 ... у Е п — базис в д. Поскольку форма Bf невырожденна, 
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в g можно выбрать такой базис F u ..., F n , что В/ F f ) = б (/ . 
Положим 

С= if(E t )f(F t ) 6 іЦѴ). 

1=1 

Эндоморфизм С называется эндоморфизмом Казимира представле- 
ния (V, /). 

(3.3.2) 1) С не зависит от выбора базиса . 

2) С/ (X) = f (X) С для всех X £ д. 

3) Эндоморфизм С отличен от нуля и , вела представление 
(1/, /) неприводимо , невырожден. 


Доказательство. 1) Пусть £ ь Е п и —другие два 

базиса в д, для которых (£ м F f ) = 6 /; -. Пусть 

F/ = Г e Jt E t , F, = S f n F /, 6 P. 

/=і /=i 

Тогда 

B f (ЗД) = leJ ti B(E s ,F t ) = Ye S ifsj = 8,/. 

SS 

Так как из равенства •(/*/) = 1 (единичная матрица) следует, 
что (Д-/)*^/) = 1, мы имеем 

ej js == j > 


с = Г / (£,) f (F.) = Г ej ;s f [E s ) f (F,.) 

s t',/,s 

= Г (£,№/) = Г/(£,•)/ (F,.) = c. 


M S 


2) Пусть X 6 8. и пусть [X, E i ] = 2уа /г £у, [F,, X] = 2.6 /( F, 
(a/«, b,i 6 P). Тогда 

5/ ([-ВД1* F,) = Г (F*,Fy) = a Si , 

k 

B f [Fj,X]) = (E;,F k ) = 6 ;/ . 

k 

Следовательно, a /( - = и потому [F M X] = 2ya,yFy. Далее, 
f (X) C = 2/(X) f (Е^ f (F,) = S(/ ([X, E t ]) + / (£,) / (X)) 

І l 

• / (F г) = Say,/ (Fy) / (F,) + Sf (F t -) / (X) / (F,) f 
Cf (X) = S/(F ; ) f (Fi) f (X) = 2/(£,)(/ ([Fy, X]) 

t І 

+ f(X)f (Fi)) = pauf (Ei) f (Ff) + Sf (Ei) f (X) f (Fi). 
Следовательно, / (X) C = Cf (X). 
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3) Так как tr С = 2,- tr / (E t ) f (F t ) = 2 t B, (E t , F t ) = n, 
то C 0. 

Поскольку f ( X) CV = Cf (X) V a CV при X £ g, подпро¬ 
странство CV инвариантно относительно f (g). Так как С Ф 0, 
то СѴ ф 0. Из неприводимости представления следует, что СѴ 
= V, т. е. что эндоморфизм С невырожден. Q 

3.4. Когомологии нетривиальных 
неприводимых представлений 

Мы по-прежнему предполагаем, что char Р = 0 и алгебра g 
полупроста. 

(3.4.1) Пусть (Ѵ у f) — представление алгебры g, К 6 gl (V) 
и с £ C k (g, V) (k = 0, 1, ...). Тогда 

1) Кс <Е С* (в, V); 

&-Н 

2) ((d/c - Kd) c)(X lt .... Х* +1 ) = Г (-1 )'+і (/ (X,.) X 

і= 1 

-X/ (X,))c(X lf .... % .Х* +1 ); 

3) если Kf (X) = / (X) К для всех X £ д, то do К = Ко d. 

Доказательство. Утверждение 1) очевидно. Утверждение 2) три¬ 
виально для k Ф 0, а для k > 1 

dC(X v .... X k+1 ) = £(- 1 )‘-+і/ (X,.)с(..., X,., ...)+ 

І 

+ S(-l) i+/ c([X,. f X / ] > .... x„ .... X/, ...), 

i<i 

(KdC)(X v .... X fe+1 ) = S (- 1У+'КНХ;)с(..„ %, ...)+ 

i 

■+l(-\y+lKc([X t ,X t ] .X,;, ,Xy, ...), 


№))X lf .... X* +1 ) = I(- l)‘+i/(X ( .)Xc(..„ X,., ...) + 

i 

+ I:(- l)'+//Cc([X tf X,.], .... x,., X„ ...). 
«'</ 

3) сразу следует из 2). Q 
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(3.4.2) Если представление ( V , /) неприводимо и / Ф .0, то 
Н к (д, /) = 0, £ = О, 1, ... 

Доказательство. Обозначим через д 2 ядро представления /. Тогда 1 
8 = 0і Ѳ 0а (прямая сумма идеалов) и ограничение предста¬ 
вления f на ір х точно. Пусть Е и ..., Е п и F b ..., F n —базисы 
в g lt двойственные друг другу относительно Bf. Тогда эндомор¬ 
физм С = T Uf (£/) f невырожден. Из того, что/(Х) С = Cf (X) 
для всех X £ д х и / (X) = 0 для всех X £ д 2 , следует, что 
/ (X) С = С/ (X) для всех X 6 0. 

Поскольку равенство Н° (д, /) = 0 очевидно, предположим, 
что & S' 1. Напомним, что для с £ C k (g, V) 

(Ѳ(Г)с)(Х 1 , .... Х*) = /(Г) С (Х„ X,)- S C (X lt ..., 

[УД,], -Д*), 


(t (Г)с)(Х х , ..., Х*.,) = с (Y,X V .... X,) 
и что 

Ѳ (К) = Л (К) + і (Г) d. 

Пусть с £ Z* (д, /). Положим 

е с *- 1 (0.У). 


Тогда 


dh = Z(d/(£ i )-/(£ i )d) i(F i )c+ 'H f(Ei) di (F ( ) c. 

І І 

Так как dc = 0, то di (F,) с — Ѳ (F,) с. Применяя теперь (3.4.1), 
2) с К ~ f (Ej), получим 

П k 


(dh) (Х,, ..., X*)= Г > ( — 1)'+' (/ (X •)/(£•) — 

<=i /=i 

-/ (F, ■)/(ХД) i(F, )£•(..., X ; , ...)+ r/(£,)//(F i .) C (X ] ,..„X,) - 

1 = 1 

k (/) 

- Г C(X„ .... fF ( - Д •], ..., X,)). 
/=1 


1 Приводимое далее равенство служит определением идеала д,. — 
Прим. ред. 
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Пусть [Ху, ЕД = Е?=і a /si E s . Тогда [F,-, Ху ] = Es a lis F s , и мы 
имеем 

'ZZ(-i) i+1 (fX i )f(E i )-f(E i )f(X i ))i(F i )c(..., Ху, ...) 

* / 

= Е I (- ) ж Е<*/*/№) і(^) <?(•■■, Ху, ...) 

t / S 

= Е Е la isi HE s )(- l)/+i C (F/,X lt .... Ху, ...) 

< / S 

^ ѵ . (/•) 

= EEEfl^/(^)c(x lf F t , ...), 

i j s 

E/№,)Ec(X lf .... [F^Xy], ...) 

* i 

= EEE а /7 Ж)с(Х„ .... •••)• 

i i s 

Следовательно, 

(dft) (^1, ...,X,)= E f (Ei) f (Fi) c (X lt •••, X fc ) = Cc(X,,.... X,). 


Согласно (3.4.1) с X = C -1 , d (C~Vi) = C _1 d/i = с, и потому 
с 6 5 (g, /). □ 

(3.4.3) Для каждого представления (У, /) алгебры g 
Я 1 (в, /) = 0. 

Доказательство. Прежде всего докажем, что Я 1 (д, /) = 0, если 
/ = 0. Пусть с £ Z 1 (д, /). Тогда 

№)(Х, У) = f (X) с (Y) - f(Y)c(X) -с (IX, Y]) 

= —с (IX, Y]) = 0. 

Поскольку g = [g, g], это означает, что с = 0, так что Я 1 (д, 
0) = 0. 

Применим теперь индукцию по dim V. Если представление 
( V , /) неприводимо, то наш результат следует из (3.4.2) и только 
что доказанного утверждения, а если dim V = 1, то всякое пред¬ 
ставление неприводимо. Предположим поэтому, что представле¬ 
ние (У, /) приводимо и Я — подпространство в V, удовлетворя¬ 
ющее условиям 0 £ Я £ У, / (д) .Я с Я. Тогда (Я, f v ) и (У/Я, 
/к/и), где Іи (X) = / (Х)у и /к/о (X) - / (Х) Ѵ /и при X 6 9, - 
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также представления алгебры д. Пусть р — естественное отобра¬ 
жение У на VI U. Обозначая fvju через /, имеем 

р (f ( X) ѵ) = / (X) рѵ ДЛЯ X £ g и V £ V. 

Пусть с ( Z 1 (д, /). Тогда рс £ С 1 (g, У/ Я). Так как 

№)(Х, Г) - / (X) с (Г) — f (Y) с (X) - с ([X, Г ]) = 0, 
то 

(d (рс))(Х, Y) = 7 (Х)(^)(У) -7 (nww - (рс)(ІХ, Y]) = 
= Р (/ W с (Г)-/ (У)*(Х)-с([Х, Л)) = 

= 0 . 

Следовательно, рс С Z 1 (g, f). По предположению индукции, 
рс С S 1 (g, f) и, значит, существует такой вектор и £ У/Я = С° (д, 
У/Я), что f (X) и = (do) X = (рс)(Х) при X С 9- „Выберем век¬ 
тор ѵ С У, для которого рѵ = ѵ. Тогда /?/ (X) о = f (X) /?у = (рс) 
(X), т. е. h (X) = с (X) — f (X) ѵ = (с — dv)(X) £ Я. Так как 
dh = dc — ddv = 0, то h £ Z 1 (g, /). С другой стороны, /і (g) cz Я 
и потому h £ Z 1 (g, /{/). Снова используя предположение индук¬ 
ции, заключаем, что h С В 1 (д, [ и ), т. е. h = для некоторого 
и £ U. Следовательно, с = h + dv = d (и + v) £ В 1 (g, /). Q 
Из (3.2.6) и (3.4.3) вытекает следующая теорема: 

(3.4.4) Теорема. Всякое представление полупростой алгебры Ли 
вполне приводимо. 

3.5. Разложения Леви 

Мы сохраняем предположение о том, что Р имеет характери¬ 
стику 0. 

(3.5.1) (Э. Леви) Пусть L — алгебра Ли и R — ее радикал. Тогда 
существует полупростая подалгебра S в L, такая что L — S + R. 

Доказательство. Предположим вначале, что R является мини¬ 
мальным идеалом в L. Так как Я (1) = [ R , R] — идеал в L, то 
Я П) = о, т. е. идеал R абелев. Естественный гомоморфизм L 
-> L/R = g определяет расширение полупростой алгебры Ли 
g с абелевым ядром R. Пусть (R> f) — соответствующее предста¬ 
вление. Поскольку R — минимальный идеал, это представление 
неприводимо. Если f Ф 0, то Я 2 (д, /) = 0, в силу (3.4.2), и по¬ 
тому, согласно (3.2.12), данное расширение расщепимо. Если 
/ = 0, то dim R — 1 и R совпадает с центром алгебры L. Поэтому 
присоединенное представление (L, ad) служит представлением 
алгебры L/R = д, откуда следует, в силу теоремы (3.4.4), что оно 
вполне приводимо. Таким образом, найдется идеал (= инвариант- 
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ное подпространство относительно ad (L)) 5, для которого L — 

— S + R. 

Теперь будем доказывать теорему в общем случае, применяя 
индукцию по dim R. Предположим, что R не является минималь¬ 
ным идеалом, и выберем какой-нибудь минимальный идеал R 0 
алгебры L, содержащийся в R. Так как R/R 0 — радикал в L/R 0 
и dim (R/Ro) < dim R, то по предположению индукции найдется 
полупростая подалгебра S 0 /R 0 в LIR 0 , такая что L/R 0 = S 0 /R 0 + 
+ R/R 0 , т. е - L = S 0 + R . Так как R 0 — радикал алгебры 5 0 
и dim R 0 < dim R , то, снова используя предположение индук¬ 
ции, можно найти полупростую подалгебру S, для которой S 0 = 

— S + R 0 и, следовательно, L = S + R. □ 

(3.5.2) Пусть L — алгебра Ли и б —ее дифференцирование. 
Если б нильпотентно (скажем, б /г = 0), то 

оо k -1 

с V & V бі 

ех Р б =і — = 2 j— 

г=0 i=0 

— автоморфизм алгебр L. 

Доказательство. Исходя из равенства б [X , Y ] = L6X, Y] + [X, 
6К], можно с помощью индукции по т доказать формулу 

т оо 

б"чх,г] = 2(7)і біл: ’ б ' п_1г і = т! 2 Ііг х ’іг ¥ ] г 

і—0 і-\- j—tn 

т = 1,2,.... Учитывая, что в нашем случае ряд конечен, полу¬ 
чаем отсюда 

ехр«.ІХ,П=|; 2 [-ТГ Х ’-7Г 

m=0 



[exp б - X, exp 6 Fj. Q 


Замечание. Мы увидим позднее, что и для произвольного диффе¬ 
ренцирования б ряд ехр б (сходится и) определяет автоморфизм 
если Р — R или С. 

(3.5.3) Пусть L — алгебра Ли и R — ее радикал. 

1) (Мальцев) Пусть g и g — полупростые подалгебры в L 
и L = g+ i? = g + 7?. Тогда существует автоморфизм о 
алгебры L, для которого од = д. 

2) (Гото, Хариш-Чандра) Пусть g — максимальная полу¬ 
простая подалгебра в L. Тогда L = g + R. 
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Доказательство. 1) Обозначим через R x радикал алгебры L 1 
= [L, L] и выберем цепочку идеалов 

R^Rt^ - ^R k = о 

в L, такую что все алгебры Ri/R i+V і = 1, k — 1, абелевы. 
Для любого X С L через f t (X) обозначим преобразование, инду¬ 
цированное на^ Rt/Ri +1 преобразованием ad X. Так как L = g 
+ R = g + Ry то для каждого X С g существует единственный 
элемент X С д, такой что X = X (mod /?), т. е. X —X С R. 
Далее, отображение X X является изоморфизмом g на g 
(нам нужно продолжить его до автоморфизма алгебры L). Так как 
всякая полупростая подалгебра алгебры L содержится в L (1) , 

то X — X 6 R П £ (І) = Ri (см. (2.1.7)). 

Допустим теперь, что для некоторого / (1 < I < k) существует 
набор из / элементов Y x £ R 0 — R , Y 2 С R ly ..., Y t С R t _ х , 
удовлетворяющий условиям: 

( і ) каждое из преобразований ad УС- нильпотентно; 

(it) если о, = exp (ad К,) и X ( j, то X — О/... a x X С /?/. 
Если l = k y то все доказано. Покажем, что если / < k, то суще¬ 
ствует аналогичный набор из / + 1 элементов. Пусть т = О/ ... а х 
и с (тХ) = X — тХ для любого X £ д. Согласно (іі), с (тХ) С Ri> 
Поэтому, обозначая через р естественное отображение R t -> R t /Ri +1 
и полагая с х (тХ) = рс (тХ), мы получим линейное отображение 
из тд в R t /Ri +1 . Докажем, что с г С Z 1 (тд /,). 

Так как отображение тХ -> X алгебры тд в д является изо¬ 
морфизмом, то для любых X, Y из д 

т ([X, Y]) + с (т [X, Y]) - [тХ + с (тХ), тГ + с (тУ) 1 


и 

с (т [X, Y]) - [тХ, с (т Y) ] — [тГ, с (тХ) ] + [с (тХ), с (т Y) ]. 
Но [с (тХ), с (тК)] С [/?/, RI] а Ri +ъ так что 

Сі (т [X, Y])=f, (тХ) a (TV) - f, (т Y) d (X Y). 

Это означает, что с х £ Z 1 (тд, /). В силу (3.4.3), найдется элемент 
Z £ R, для которого с х (тХ) =• —/, (тХ) pZ и потому с (тХ) 
— [Z, тХ ] £ R U1 . Следовательно, 

X = X + IZ, тХ ](mod R t+1 ) 

для каждого X (j д. Согласно (2.1.7), преобразование ad Z ниль¬ 
потентно. Кроме того, (ad Z) m тХ С Ri+i П Р И m — 2, 3. 
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В силу (3.5.2), о — exp (ad Z) — автоморфизм алгебры L, и для 

X 6 9 

о (тХ) = X + ad Z X + -L (ad Zf X + ... 

= X + IZ, X] (mod R l+1 ). 


Следовательно, a (xX) — X C Ri + i- Таким образом, набор 
Y lf ..., Yi, Z также удовлетворяет условиям (i) и (ii). Тем самым 
наше утверждение доказано. 

2) Пусть д' — полупростая подалгебра в L. Тогда L' = д' 
+ R — подалгебра в L. Пусть g — полупростая подалгебра, 
такая что L = g + R- Полагая L' f| 9 = д", имеем V = д" 
+ R и д" П /? = 0. Пусть [L\ L' ] f| R = /?і. Тогда найдутся 
элементы У^, У 2 » •••♦ Yk ~ і С Д^я которых 

exp (ad Y k _ х ) ... exp (ad Г х ) g" = g'. 


Так как с= R l9 то все дифференцирования ad Y t нильпотентны 
и, значит, exp (ad Y t ) — автоморфизмы алгебры L. Пусть g 
= exp (ad Y k _ 1 ) ... exp (ad У\) g. Тогда g' c= g и L = g 
+ R. В частности, если g' — максимальная полупростая алгебра, 

то g = g' и L = g' + R. 

В качестве приложения укажем один частный случай теоремы 
(3.5.3). 

Пусть V — векторное пространство над Р. В пространстве его 
аффинных преобразований aff (У) = gl ( V ) 0 V определим ско¬ 
бочное умножение формулой 

[(s, а), ( t, Ъ ) ] = (st — ts, sb — /а), 

где s, t С gl (У), а а, & С V. (Заметим, что для п X п- матриц 
s, t и 1 X n -матриц а, b имеет место равенство 

r /s а\ ft b\ [ (s,t) sb — ta\ 

'(о о), (о о)і = (о о )•> 


Очевидно, что aff (У) становится при этом алгеброй Ли; она назы¬ 
вается полной аффинной алгеброй. Далее, V = 0 ф V есть абелев 
идеал в aff (V). Элемент ѵ 0 £ V называется неподвижной точкой 
для (s, а) £ aff (У), если sv 0 + а = 0. 

(3.5.4) Всякая полупростая подалгебра g в aff (У) имеет общую 
неподвижную точку. 

Доказательство. Так как saff (У) = Й (У) © У есть идеал ко¬ 
размерности 1 в aff (У), то g = [g, g] с= saff (У). Кроме того, 
Й (У) = Й (У) © 0 — максимальная полупростая подалгебра, 
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а V = 0 ф V — радикал алгебры saff ( V ). В силу (3.5.3), найдется 
такой вектор ѵ 0 £ V , что 

g с exp ad у 0 Й (У). 

Так как (ad Ѵ 0 ) 2 = 0, то, обозначив exp ad (—у 0 ) g через д', 
мы получим 

в = № + to»,*]: s € д'1 = Us,»o): s € д'Ь 

Следовательно, о 0 — неподвижная точка любого элемента ал¬ 
гебры д. □ 

Замечание. Теоретико-групповой смысл результатов этого пара¬ 
графа будет разъяснен в гл. 5. 

Упражнение. Доказать, что для любого представления (V, /) алгебры g 

Н 2 ( 9 , /) = 0 . 



Глава 4 


ПОЛУПРОСТЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ 
НАД R И С 


4.1. Алгебры Ли над R и С 

Пусть V — векторное пространство размерности п над С. Рас¬ 
сматривая V как векторное пространство над R, мы получим 
векторное пространство Vr размерности 2 п над R. Если V является 
алгеброй (Ли) над С, то Vr будет алгеброй (Ли) над R. 

Пусть g — алгебра Ли размерности п над R. Тогда д с = С 
0р g является алгеброй Ли размерности п над С и называется 
комплексификацией алгебры д. Имеет место равенство д с = д 
0 щ (прямая сумма векторных пространств над R ), и для любых 
*i. Yi, Х 2> У 2 6 9 

1Х г + іУ ъ Х 2 + ІУ 2 ) = (1Х Ъ х 2 ] - IY X , У*]) + і(ІХ ъ 

у 2 ] + iy 19 х 2 і). 

Пусть g — алгебра Ли над С. Подалгебра g в др назы¬ 
вается вещественной формой алгебры д, если д = д + щ 
и д П Щ = 0. В этом случае алгебра д изоморфна д с . Вообще 
говоря, д может иметь несколько неизоморфных вещественных 
форм (см. упр. 2 § 1.6). Положим о (X + іУ) — X — iY для Х у 
У £ g и назовем а сопряжением относительно д. Ясно, что 

а 2 - id, о(\и,Ѵ])= [oU y оѴ], о (all) = аа (U) 
для любых U , V G д и а ^ С, где а обозначает число, комплекс¬ 
но-сопряженное к а. Если {) — векторное подпространство в д, 
то и <т{) тоже. 

Для всякой алгебры Ли L обозначим через Aut (L) группу 
всех ее автоморфизмов. В общем случае Aut (д) cz Aut (др), 
причем о £ Aut (др), но о Ф Aut (д). Далее, поскольку любой 
автоморфизм т алгебры д единственным образом продолжается 
до автоморфизма т алгебры g по формуле т (X + iY) = т (X) 
+ гг (У) (X, У ^ д), мы можем рассматривать Aut (д) как под¬ 
группу в Aut (g). 

(4.1.1) Пусть g x и g 2 —вещественные формы алгебры д, и 
пусть о х и о 2 — соответствующие сопряжения. Соотношение 
°і °2 = а 2 °і имеет место тогда и только тогда , когда о^ 2 = д 2 
(и о 2 д г = д х ), ив этом случае 

3. =-■ (ві П д>) Ѳ (д х П ід>). 02 = (32 П д,) Ф ( 0 ; П *д,)- 
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Доказательство. Заметим, что g 2 = \U £ g: o 2 U — U\. Если 
а і 02 = Й 2 » то Д ля ^ 6 02 мы имеем о 2 о 1 = с^Х = X и 
а 2 а х (/X) = а 2 (—/) а х Х = іа 2 а г Х = іо г о 2 Х = а х а 2 ( іХ ). Обратно, 
если о' 1 о г 2 = то для X £ д 2 имеем а^Х — а^Х = а х Х 

и потому о х Х £ д 2 . 

Далее, предположим, что X, К £ g 2 и X + іЕ £ д х . Если 
а 20 і = 0і» то а 2 (X + iY) = X — iY £ ді и, значит, X, /К 

£ 0і- □ 

(4.1.2) Пусть д — алгебра Ли над R и д —ее комплексифика- 
ция. Если одна из алгебр д, д, g R полупроста , то все они полу¬ 
просты. 

Доказательство. В силу (1.6.1) и (2.4.1), д полупроста тогда 
и только тогда, когда g полупроста. 

Всякий абелев идеал в g является абелевым идеалом в g R . 
Если а — абелев идеал в g R , то его комплексно-линейная обо¬ 
лочка 

{а 1 Х 1 + ... + ci k X k \ а } - £ С, Ху £ а , k = 1, 2, ...} 

будет абелевым идеалом в g. Q 

Пусть V — векторное пространство размерности 2 п над R. 
Под комплексной структурой на V мы понимаем эндоморфизм 
J £ 0І (Е), для которого Р = —1. Если J — комплексная струк¬ 
тура на Е, то, полагая (а + Ы) X = аХ + bJX для a, b £ R, 
X £ Е, мы превращаем Е в векторное пространство размерности 
п над С. В случае когда Е есть векторное пространство 
над С, умножение на і является комплексной структурой 
на Er. 

Пусть g — алгебра Ли над R. Комплексная структура J на 
векторном пространстве g называется комплексной структурой 
Ли , если Jo ad X = ad X о J для всех X £ g. Если на g за¬ 
дана комплексная^структура Ли </, то g становится алгеброй Ли 
над С. В этом случае — J также будет комплексной структурой Ли 
на д. 

(4.1.3) Пусть д — алгебра Ли над R с комплексной структурой 
Ли J . Обозначим через д + и д_ комплексные алгебры Ли , получен¬ 
ные из д введением структур J и — J соответственно. Если д + 
обладает вещественной формой , то д + ^ д_. 

Доказательство. Пусть д 0 — вещественная форма алгебры д. 
Тогда каждый элемент из g единственным образом записывается 
в виде X + JY , где X, Y £ д 0 . Мы утверждаем, что отображе- 
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ние Ѳ : 9+ ЭХ + JY ■—> X — JY £ g_ отображает на g_. Действи¬ 
тельно, 

Ѳ (г (X + JY)) = Ѳ (J (X + JY)) = Ѳ ( -Y + JX) 
= —Y — JX = —J (X — JY) = гѲ (X + JY), 

Ѳ (іх г + jy 19 x 2 + jy 2 ]) = Ѳ(([Х Ь Х 2 ]-[Г Ь Г 2 ] 
+ /([Г Ь Х 2 ] + [Х ь y 2 ])=[X lf Х 2 ]-[Г Ь 
Г 2 ]-/([Г Ь Х 2 ]+1Х 19 Y 2 ]) = [Х г — JY ly 
Х 2 — JY 2 ] = [Ѳ (Х х + /Г х ), Ѳ (Х 2 + /Г 2 )]. □ 

4.2. Простые алгебры Ли 

(4.2.1) Пусть g — алгебра Ли на С. Алгебра gs проста тогда 
и только тогда , когда алгебра g проста. 

Доказательство. Очевидно, что если алгебра д^ проста, то тем же 
свойством обладает и g. 

Предположим, что алгебра g проста. Согласно (4.1.2), д^ — 
полупростая алгебра. Пусть д х — ненулевой идеал в g*> , а g' — 
его комплексная линейная оболочка в д. Так как д' — ненулевой 
идеал в д, то д' = д. Пусть д 2 — такой идеал в д^, что д^ = 
= дх 0 д 2 . Поскольку [д х , д 2 ] =0, мы заключаем, что [д, 
д 2 ] = 0, откуда следует, что д 2 = 0. Q 

(4.2.2) Пусть д — алгебра Ли над С. Обозначим через д ком- 
плексификацию алгебры д^. Если д обладает вещественной фор¬ 
мой , то д есть прямая сумма двух идеалов , каждый из которых 
изоморфен д. 

Доказательство. Пусть J и і обозначают комплексные структуры 
в д и д соответственно. Тогда 

д + + {Х + //Х: Х£д} и <f=\X-iJX\ Х£д| 

суть идеалы алгебры д, такие что д = д + 0 д~. Далее, легко 
видеть, что отображение д^Х (X — iJX)l 2£д осуще¬ 
ствляет изоморфизм алгебр д и д. 

Обозначим через д_ алгебру Ли над С, получаемую при введе¬ 
нии комплексной структуры Ли — J на д^. Согласно (4.1.3), 
д = д_. С другой стороны, рассуждения, аналогичные приведен¬ 
ным выше, показывают, что д_ = д + . Следовательно, д + ^ д~. □ 

(4.2.3) Пусть д — простая алгебра Ли над R. Если ее комплекси- 
фикация д с не является простой , то д обладает комплексной 
структурой Ли. 
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Доказательство. Обозначим через о сопряжение относительно g. 
Докажем прежде всего, что если I) — идеал в g c , удовлетворя¬ 
ющий условию оф = I), то 1) = д с или 0. Так как д f| Ь — 
идеал в д, то либо 1) з д, либо д П I) = 0. Если I) z> д, то 
І) = д с . С другой стороны, если X + iY £ 1) (X, F£g), то 
о (X + іѴ) = X — iY £ ф и, значит X, V £ I). Следовательно, 
если дПФ = 0, то ф = 0. 

Если д с не является простой, то существует идеал f в д с , 
такой что 0 Ф t Ф д с . Поскольку f + а! и !f| ot суть 
а-инвариантные идеалы в д с и f + of Ф 0, ff|af^g c , 
то д с = ! 0 а!. 

Так как д' = {Х£з : X + iY £1 для некоторого Y£ g} — 
идеал в д, причем, очевидно, д' ф 0, то мы имеем д' •= д. Да¬ 
лее, если X + iY x и X + iY 2 принадлежат t для некоторых X, 

Г 2 6 3, то Y x — ^ 2 ^?ПЗ = 0 и Y t = Y 2 . Следовательно, 
можно определить линейное отображение У: g д, такое что 
1= {Х + /УХ: ХбдЬ af= {Х-/УХ: Х£д}. 

Поскольку [X + /УХ, К — iJY] = 0 при X, Y £ д, то 
[X, Л + UX, JY ] = 0, [/X, Л = [X, JY ] 
и 

[X + /УХ, Г + /УЛ - 2 ([X, л + / [X, УЛ). 

Так как последнее выражение принадлежит !, то [X, JY ] = У [X, 
Y], т. е. adXoJ = JoadX. Кроме того, из равенств [У 2 Х, 
Y ] = [УХ, JY] = —[X, Y] следует, что У 2 = —1. Таким обра¬ 
зом, У является комплексной структурой Ли на g. Q 

Пусть теперь д — простая алгебра Ли над R. Мы будем раз¬ 
личать два случая. 

a) Предположим, что g не обладает ни одной комплексной 
структурой Ли. Тогда комплексификация д с алгебры д проста, 
ввиду (4.2.3), и g является вещественной формой некоторой про¬ 
стой Алгебры Ли над С. 

b) Предположим, что g обладает комплексной структурой Ли. 
Тогда мы можем рассматривать g как алгебру Ли над С, которую 
обозначим дс. Согласно (4.2.1), эта комплексная алгебра Ли дс 
проста. Из упражнения §2.6 следует, что каждая полупростая 
алгебра Ли имеет вещественную форму, поэтому, в силу предло¬ 
жения (4.2.2), примененного к комплексной алгебре Ли дс, мы 
имеем д с = д х ® д 2 , где алгебра д х изоморфна дс. Следова¬ 
тельно, если ди д' — простые алгебры Ли над С, такие что 
Зр = Зр> то 3 = З'* 

(4.2.4) Теорема . Простые алгебры Ли над R можно разбить на 
два класса : 

(і ) простые алгебры Ли над С, 

(іі) вещественные формы простых алгебр Ли над С. 



114 Гл. 4. Полу простые алгебры Ли над R и Q 


Ранее мы провели классификацию простых алгебр Ли над С. 
Их можно обозначить следующим образом: 

ел, (/ > 1), С Ві (/ > 2), сс, (/ > 3), CD/ (/ > 4), С£ 6 , cd 7 , 

cd 8 , cd 4 , с а. 

Они попарно неизоморфны как алгебры Ли над R. Таким образом, 
задача классификации всех простых алгебр Ли над R сводится 
к нахождению всех неизоморфных вещественных форм для каж¬ 
дой простой алгебры Ли над С. 

4.3. Компактные алгебры Ли 

Пусть g — алгебра Ли над R. Под скалярным произведением 
на g мы будем понимать билинейное отображение w : g X 9 R, 
такое, что w (X, Y) = w ( Y , X) для любых X, g и w (X, 
X) > 0 при X 4= 0. 

Пусть { — подалгебра в д. Говорят, что скалярное произ¬ 
ведение w инвариантно относительно I (или f- инвариантно), 
если 

(1) w ([X, Л, Z) + w(Y, [X,Z]) = 0 (Г, z^g) 

для всех X £ {. В случае когда скалярное произведение д-ин- 
вариантно, его называют просто инвариантным. 

Определение. Алгебра Ли д над R называется компактной , 
если она обладает инвариантным скалярным произведением. 
Подалгебра { алгебры g называется компактно вложенной в д, 
если на д существует f -инвариантное скалярное произведение. 

В R n мы рассматриваем обычное скалярное произведение 
w 0 ((*/), (Уі)) = 2 ХіУі. Пусть о ( п ) обозначает ортогональную 
алгебру Ли над R : о (n) = {S С ді (ft, R) : S + f S = 0}. Тогда 

(п) в том и только том случае, когда w 0 (xS, у) + w 0 (х, 
yS) = 0 для х, y^R n . Аналогично упр. 1 §2.1 можно показать, 
что каждое подмножество в о (п) вполне приводимо. 

Пусть w — скалярное произведение на д. Мы можем найти 
ортонормированный относительно него базис Е и ..., Е п \ w (£ м 
Е і) = б if. С помощью соответствия 

9 Э Г x t Ei — (X;) 6 R", цу ( х Jf.fi,, Е&£<) = <(Jf/). Ш) 

можно отождествить (g, w ) с (R n , w 0 ). При этом отождествлении 
условие (1) эквивалентно условию adX£o (п). Следовательно, 
если ш является {-инвариантным, то {ad X: Х£{| —вполне 
приводимое множество, 
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(4.3.1) Пусть g — алгебра Ли над R. 

1) Подалгебра t алгебры g компактно вложена в g тогда 
и только тогда , когда существует базис Е ъ Е 2 , Е п в д, для 
которого 

if а (X)) с о (п) при хег, 

где (ad X) Е, = YUfn (X) E t . 

2) Всякая подалгебра компактной алгебры Ли компактна. 

3) Всякая подалгебра компактно вложенной подалгебры ком¬ 
пактно вложена. 

4) Всякая компактно вложенная подалгебра компактна. 

5) Если алгебра Ли компактна , то она представима в виде 
прямой суммы своего центра и некоторого компактного полупро¬ 
стого идеала , и обратно. 

Доказательство. 1)—4) Эти утверждения очевидны. 

5) Пусть g — компактная алгебра Ли. Тогда ad (g) вполне 
приводимо и g есть прямая сумма некоторых минимальных иде¬ 
алов. Так как минимальные идеалы либо просты, либо одномерны, 
то g есть прямая сумма некоторого полупростого идеала и и 
центра &:д = и@&. Поскольку it является подалгеброй 
в g, и тоже компактен. 

Обратно, для любой абелевой алгебры Ли Ь всякое скалярное 
произведение на і инвариантно. Пусть и г и и 2 — компактные 
алгебры Ли с инвариантными скалярными произведениями w ± 
и w 2 соответственно. Тогда алгебра и г ® и 2 компактна: она 
обладает инвариантным скалярным произведением w x 0 w 2> опре¬ 
деляемым формулой 

(Щ Ѳ wj((Xu Xj, (Y u Y 2 )) = w ± (X l9 Y\) + w 2 (X 2 Y 2 ) 

для Х г , Y x £ it, и X 2 , Y 2 С и 2 . Тем самым доказано и обратное 

утверждение. Q 

(4.3.2) Пусть g — полупростая алгебра Ли над R и В — ее 
форма Киллинга. Для того чтобы алгебра g была компактной , 
необходимо и достаточно , чтобы форма В была отрицательно¬ 
определенной (т. е. удовлетворяла условию В (X, X) < 0 при 
ХФО). 

Доказательство. Пусть g компактна и имеет ортонормированный 
базис Е ъ ..., Е п относительно инвариантного скалярного произ¬ 
ведения. Тогда ad Х Е, = 2,/,, (X) E it f i} (X) + f }i (X) = 0 
при X£g. Следовательно, 

В (X, X) = s,, ,f u (X)f Jt (X) = -s /t / (fa {X)f < o. 

Обратно, если В отрицательно-определенна, то — В будет ин¬ 
вариантным скалярным произведением. Q 
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(4.3.3) Если компактная алгебра Ли g обладает комплексной 
структурой Ли , то она абелева. 

Доказательство. Разложим g в прямую сумму полупростого иде¬ 
ала и и центра: g = и 0 і. Тогда и = [д, д]. Пусть J — 
комплексная структура Ли на д. Поскольку Jn = [J д, g]czu, 
то и обладает комплексной структурой Ли. Докажем, что и = 0. 
Так как J о ad X = ad X о / = ad ( JX ), то 

w(J [X, Y ], Z) — w (\JX, Y], Z) = w (Y y Z, JX]) = w (Y % 

IJZ , X]) = w([X, Yl JZ) 

для любых X, Y, Z£u. Поскольку Іи, и] = и, мы имеем 

w ( JX , Y) = w (X, JY ). При отождествлении (u, w) c (R n , до 0 ) 

где n = dim u, J представляется некоторой симметричной матри¬ 
цей. Следовательно, все собственные значения J вещественны. 
С другой стороны, из равенства J 2 + 1 =0 вытекает, что каждое 
собственное значение X преобразования J удовлетворяет уравне¬ 
нию X 2 + 1 = 0. Это невозможно, если и Ф 0. Q 

Теперь, пользуясь методом, принадлежащим Г. Вейлю, по¬ 
строим компактную форму и для любой полупростой алгебры Ли 
g над R. Пусть I) — подалгебра Картана в g и А = {=Ьа, ±р, 
...| — корневая система относительно I). Тогда 

g = ^ + СЕ а -|- СЕ_ а -f- СЯр + СЯ_р + • • •, 

[Я, Е а \ = а (Я) Е а при Я£§, 

[Е аі Е_ а ] = —Н а , В(Е а , Е а )==— 1, 

[£ а , Яр] = Я а> р£ а+р , если а, (3, а£|3£А, 

гдеЯ а? р = Я_ а , _р и Я а ,рЯ_ а ,_р есть положительное рациональ¬ 
ное число, так что Я а , p£R.. 

Положим £) г = Е а ^ д КЯ а . Тогда для ЯС^ Г и аС А имеем 
а(Я)£Я. Зафиксируем какое-нибудь лексикографическое упо¬ 
рядочение в А и положим 

(2) С а = Е а + Я_ а , S a = i (Е а - Я_ а ), и = '% + V: (RC a + RS a ). 

а ^ 0 

Докажем, что и является компактной вещественной формой 
для д. Прежде всего, поскольку комплексно-линейная оболочка 
множества ify r совпадает с I), а комплексно-линейная оболочка 
множества R С а + RS a равна С Е а + С£_ а , мы видим, что и 
порождает g как линейное пространство, и, очевидно, dim? и 
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= dime g. Далее, и является алгеброй Ли, как видно из соотно¬ 
шений 

[іН , С а ] = а (Н) S a , [ІН, 5 а | = —а (Н) С а (Н £$,), 

[Са, Sa] = 2 ІН а , 

[С а , Ср] = N a) рС а+ р -f- _р^а_р> 

[5 а , 5р] =— Я аі рС а+ р -f~ ^а, ■ при a =j£= +(3. 

[С а , 5 |3 ] = Я а , pS a+ p — N ai _pS a _p 

Элемент X = іН + И а ^ А х а Е а (Я£{), л; а £С) принадлежит 
тогда и только тогда, когда х а = х_ а . В силу (2.2.5), 5), имеем 
(3) В(Х, X) = —(Я, Я)- у |* а | 2 . 

a g д 

Обозначим через В' форму Киллинга алгебры и. Так как и — 
вещественная форма алгебры д, то В' (X, X) = В (X, X) для 
Х£и. Из (3) следует, что форма В' отрицательно-определенна 
и алгебра и компактна. 

(4.3.4) (Г. Вейль) Пусть g — полупростая алгебра Ли на С. 
Тогда алгебра Ли и, определяемая формулами (2), является ком¬ 
пактной вещественной формой алгебры д. 

Упражнение 1. Всякая компактная разрешимая алгебра Ли абелева. 

Упражнение 2. Алгебра Зи является компактной вещественной формой ал¬ 
гебры £1 ( п , С). 

Упражнение 3. Если и — компактная простая алгебра Ли, то ее комцлекси- 
фикация и° проста. [ Указание : см. (4.2.3) и (4.3.3).] 

4.4. Группы автоморфизмов алгебр Ли 

Пусть S = (su) принадлежит gl (п, С) и М — вещественное 
число, такое что М > шах ь 1 |. Пусть, далее, sffi обозначает 

(/, /)-й элемент матрицы S k , 6 = 1,2,..., где мы полагаем S 0 = 1 
(единичная матрица). Докажем индукцией по k неравенство 

(1) I I с (nM) k k = 0, 1, 2, ... . 

Допустив, что II < ( nM) k ( i, j = 1, .... n ), имеем 
I s 5y +1) I = IT s^s pj I < n (nM) k M = (nM) k+ \ 

P 

чем (1) и доказано. 

Из (1) следует, что ряд 

оо 

YjW_ 

k\ 

k=0 
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равномерно сходится на совокупности тех матриц S, для которых 
шах I s pq I < M. Поэтому мы можем определить 

сю 

ех Р 

k=0 


для S £gl (л, С). 

Пусть У — векторное пространство размерности п над С 
(соотв. R). Положим GL (V) = {s £ gl (У): dets=^=0}. Ясно, 
что GL (У) является открытым подмножеством пространства 
дІ(У), отождествленного с С п 2 (соотв. R n '), и мультипликативной 
группой. 

(4.4.1) Для s(jgl (У) степенной ряд 

сю 

ехр 1 + 8 + Ж+--- 

k = О 

сходится (равномерно на каждом компактном подмножестве 
в gl (У)), и 

1) если s x s 2 = s 2 s b то 

ехр Si ехр s 2 = ехр (s x + s 9 ) = ехр s 2 ехр s x ; 

2) для и G GL (У) 

ехр (гшг 1 ) = ц ехр и~ 1% , 

3) ехр является комплексно-(соотв. вещественно-)аналитической 
функцией из ді (У) в GL (У); 

4) для всякого s из ді (У) отображение R ехр (xs) есть 

однопараметрическая подгруппа в GL (У), т. е. гладкое отобра¬ 
жение и гомоморфизм аддитивной группы R в GL (У). Обратно , 
всякая однопараметрическая подгруппа в GL (У) получается таким 
образом. 

Доказательство. Утверждение 1) доказывается аналогично клас¬ 
сическому случаю п = 1. Что касается 2), то достаточно заметить, 
что (usu~ 1 ) k = us k u~ x для k — 0, 1, ... . Из 1) вытекает, что 
ехр s ехр (— s) = ехр 0 = 1 и det (ехр s) Ф 0. Также в силу 1), 

ехр (xs) ехр (ys) = ехр (х + у) s для х, */£ R, 

откуда следует, что х -> ехр xs — однопараметрическая подгруппа. 

Обратно, предположим, что / (х), x£R, —однопараметри¬ 
ческая подгруппа в GL (У). Для любых х, ft£R имеем 

±(f(x + h)-f(x)) =-L(/(/i)-!)/(x) 





4.4. Группы автоморфизмов алгебр Ли 119 


И 

%-гтм. 

Решив это дифференциальное уравнение с начальным условием 
/ (0) = 1, получим 

/ (х) = exp (х? (0)). о 

Пусть g — алгебра Ли над С (соотв. R) и Е ІУ ...,£„ — некото¬ 
рый базис в д, с [E i9 E f ] = ^ k c ijk E k . Для того чтобы преобразо¬ 
вание a^QL(g) было автоморфизмом алгебры Ли д, необхо¬ 
димо и достаточно, чтобы выполнялись равенства [с уЕ 1У оЕ,] 
= hkCijkoEk ( і , /, k = 1, п). Полагая oE t = 2 / s // £ , y (i = 1, 

n ), получим 

(2) V. c pqk s rH s qj = Y, C ilr s kr (i, j, k = 1, . . n). 

P, Q r 

Следовательно, группа Aut (g) является замкнутой подгруппой 
в GL (g). 

Пусть б — дифференцирование алгебры д. Модифицируя до¬ 
казательство (3.5.2), легко убедиться, что ехр 6 £ Aut (д). Об¬ 
ратно, если ехр (xs), x£R, — однопараметрическая подгруппа 
в Aut (g), то из равенства [exp ( xs ) X, exp ( xs ) Y] = exp (xs)[X, 
Y ] следует, что 

[т (exP ( xs ) — l ) x > exp(xs)yj + [x, -^(exp (xs) — 1 ) Y j 

= y ( ex P ( xs ) — 1)1*, У l 

откуда, устремляя x к нулю, получаем, что [sat, Y ] + [X, sY ] 
— s [X, Y], t. e. s есть дифференцирование алгебры g. Таким 
образом, мы доказали следующий результат: 

(4.4.2) Если б — дифференцирование алгебры д, то ехр (хб), 
x£R, является однопараметрической подгруппой в Aut (g), 
и обратно. 

Определение . Подгруппа в Aut (g), порожденная множеством 
{ехр б: 6£ad(g)}, называется присоединенной группой ал¬ 
гебры g и обозначается Ad (g). Автоморфизм алгебры g назы¬ 
вается внутренним , если он принадлежит Ad (g). 

4.4.3. Пусть g — алгебра Ли и а — ее автоморфизм. 

1) Пусть В — форма Киллинга алгебры д. Для любых X, 
В (аХ, oY) = В (X, Y). 


V 
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2) Пусть g = g (а) 0 g (b) ф ... — разложение на обобщен¬ 
ные собственные подпространства преобразования а. Тогда [д (а), 
д (Ь)] с д ( ab ), откуда, в частности, следует, что д (1) — под¬ 
алгебра. 

Доказательство. 1) Пусть Е и ..., Е п — базис в д, и пусть ad X 
X Е,- = 2 ,fij (X) E; (X£g), j = 1, n. Тогда ad ( оХ)-оЕ,- 
= Z i f ii (X)-oE i и 

B(oX, oY)=l [„ j (X)f hl (Y) = B(X, Y). 

2) Для X, Y £ g имеем (a — ab) [X, Y ] = [(a — a) X, 
(a — b) Y\ + \.aX, (a — b) Y] + t(cr — a) X, bY), и индукцией 
no k можно доказать, что 

(o~ab) k [X, Y]= J] -^[a'io-af+'X, Ь г (о-Ь)™П 

p+q+r=k 

Если (a — аУХ = (о — b)' Y = 0, то (о — ab) 2 ' [X, Y ] = 0. Q 

(4.4.4) Пустъ g — алгебра Ли над Cap — ее автоморфизм. 
Допустим , что существует базис Е и ..., Е п в д, такой что 

(3) р E j = p j E j , / = 1, . . я, 

где р ІУ ..., р п — положительные вещественные числа. Тогда фор - 
мула 

(4) р (х) Ej = (pj) x Ej (*£#), j = 1, я, 

определяет однопараметрическую подгруппу в Aut (д). 

Если cr£GL (д^) и apa -1 = р (г) для некоторого r£R, 
то ар (я) а -1 = р (гх) для всех х£ R. 

Доказательство. Пусть c ijk — структурные константы относи¬ 
тельно данного базиса: [£\, Ej] = ^рСциЕк- Линейное преобразо¬ 
вание, заданное формулой (3) при /?/£С, является гомоморфиз¬ 
мом (соотв. дифференцированием) алгебры Ли тогда и только 
тогда, когда 

Cijk ( PiPj - Pk) = о (соотв. c ijk (p t + Pj - Pk) = 0), 

if /, k= U • • П. 

Поэтому, если формула (3) c pj > 0 задает автоморфизм р, то 
формула 

б Ej = (In pj) Ej, j = 1, ..., я, 

задает дифференцирование б. Следовательно, отображение р (я) 
= ехр (х, б), определенное формулой (4), является однопараметри¬ 
ческой подгруппой в GL (д). 
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Для произвольного положительного вещественного числа М 
рассмотрим разложение в ряд Тейлора 

оо 

Іпх ^м+±±^(^у, 

1 = 1 

которое сходится при \х — М\ < М. Выберем М достаточно 
большим, так чтобы выполнялись неравенства 2 М > pj и 2М 
> (pj) r для всех /. Тогда, очевидно, имеем сходящиеся разло¬ 
жения 

оо 

І = 1 

гб = 1пМ+2±^(^^) / . 

1=1 

Рассматривая б и р как элементы из gl (gp), получаем 

оо 

оба -1 = а • In М ■ а -1 + — -j — о (*— ід— ) ’ а_1 

і = 1 


/=1 

оо 

= In м + 2 =- г6 - 

/=і 

и, значит, ар (л;) а' 1 = ехр л:-(аба -1 ) = ехр (гхб) = р ( гх ). Q 

Упражнение 1. Для s£gl(K) 
ехр (tr s) = det (ехр s). 

Упражнение 2. ехр: gl (V) -> GL (К) является диффеоморфизмом некоторой 
окрестности нуля. 

Упражнение 3. Ad (g) — нормальная подгруппа в Aut (g). [ Указание : для 

X £ g и о G Aut (g) имеем ad (аХ) = о ■ ad X • сГ 1 . ] 

Упражнение 4. Пусть L — алгебра Ли над R (соотв. С) и М — ее подалгебра. 
Каждый внутренний автоморфизм алгебры М может быть продолжен до вну¬ 
треннего автоморфизма алгебры L. [Указание: любой внутренний автомор¬ 
физм о алгебры М можно записать в виде о = ехр (ad А х ) ехр (ad Х 2 )... 
• ехр (ad Xk) с подходящими X lt Xk^M.] 
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Упражнение 5. Пусть hsym (п) = {5 £ gt (я, С): 5 = *5} — совокупность всех 
эрмитовых (симметричных) матриц. Каждая матрица 5 из hsym (п) полупроста, 
и все ее собственные значения вещественны. Пусть Hsym ( п ) — множество всех 
матриц из hsym (я), у которых все собственные значения положительны. Тогда 
exp (hsym ( п )) d Hsym ( п ). Обратно, используя тот же метод что и в доказа¬ 
тельстве теоремы (4.4.4), можно построить голоморфное отображение In из 
Hsym (п) в hsym (/г), такое что exp (In S) = S. Следовательно, hsym (п) и Hsym (п) 
биголоморфны 1 друг другу. 

Аналогичные результаты имеют место для sym ( п ) = gl (я, R) f| hsym ( п ) 
и Sym ( п ) = gl (я, IR) П Hsym ( п ). 

4.5. Разложения Картана. Вещественные формы 
полупростых алгебр Ли над С 

В этом параграфе мы используем следующие обозначения: 
g — полупростая алгебра Ли над С, 

В — форма Киллинга алгебры д, 

и — фиксированная компактная вещественная форма ал¬ 
гебр д, 

т — сопряжение в алгебре д относительно и. 

Так как всякий автоморфизм вещественной формы алгебры д, 
или, более общим образом, всякий изоморфизм между двумя ее 
вещественными формами, однозначно продолжается до автомор¬ 
физма всей алгебры д, то мы условимся в дальнейшем считать 
такие изоморфизмы элементами группы Aut (g). 

Пусть L — алгебра Ли. Автоморфизм а алгебры L называется 
инволютивныя , если а 2 = 1. Пусть g — вещественная форма ал¬ 
гебры д. Тогда сопряжение относительно g является инволютив- 
ным автоморфизмом алгебры др. 

(4.5.1) Пусть L — алгебра Ли и b — ее форма Киллинга. Пусть 
о — инволютивный автоморфизм алгебры L. Тогда 

L = L + 0 L_, 

L + = (1 + о) L = \X£L: aX = X\ 9 
L_ = (1 — a) L = 1 Y£L: oY = —Y\, 
причем 

(1) b (X, Y) - 0 при X£L + , Y£ L_, 

(2) [L + , L + ] <= L + , [L +} L_\ a L_, [L_, L_] cz L + . 

Доказательство. Для любого Z £ L имеем Z = -b (Z -f- crZ) 
+ (Z — aZ) ^L + + L_, и очевидно, что L + [)L_ — 0. В силу 


1 См. ведение к гл. 6. — Прим. ред. 
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(4.4.3), 1), Ь (X, У) = Ъ (<хХ, oY) = Ь (X, -Y) = -Ь (X, У), 
так что b (X, Y) = 0. Соотношения (2) следуют из (4.4.3), 2). Q 

(4.5.2) Пусть g — вещественная форма алгебры а, и а — сопря¬ 
жение относительно д. Тогда найдется однопараметрическая 
подгруппа р (х) алгебры Aut (д), такая что 

(i) р (4) = (от) 2 , и если ti£GL (g R ) и тр (4) = р (4) т), то 
г|р ( х ) = р (л:) т| для всех х£ R; 

(ii) если ввести обозначение р (1) и = и', то аи' = и', т. е. 
а индуцирует инволютивный автоморфизм компактной веществен¬ 
ной формы и; 

(iii) и' = и+ 0 иі, где = (1 ± о) и', 

(іѵ) g = и; 0 ml; 

(v) ul = g П и' и ml == g П m'. 

Доказательство. Положим f (X, Y) = — В (X, т Y) при X, Y Cg. 
Для X = X x + iX 2 Ф 0 (Xj, X 2 £ u) имеем: / (X, X) = —(В (Х ь 
X 2 ) + В (X 2 , X 2 )) > 0, / (X, Y) линейно (над С зависит от X 
и / (У, X) = / (X, Y), т. е. f является положительно-определенной 
эрмитовой формой на д. Здесь нам понадобится лишь тот легко 
проверяемый факт, что можно найти ортонормированный базис 
Е ъ ..., Е п относительно такой формы: / (Е іг Ej) = b ijt и если 
т| 6 gl(g) удовлетворяет условию / (*іХ, У) = /(X, г| У) для всех 
X, УСд, то матрица, представляющая г| относительно базиса 
Е 1 , ..., Е п , эрмитова. 

Так как о, т С Aut (gp) и для г С С, X С g 
ат (гХ) = а (г (тХ)) = г (отХ), 

то = от С Aut (g). Из того, что а 2 = т 2 = 1, следует, что 
if 1 = то, а значит, ввиду (4.4.3), 1), 

/ (1]Х, У) = —В (цХ, тУ) = - В (X, if Ч У) = —В (X, 

тот У) = / (X, г, У). 

Следовательно, преобразование ц представляется эрмитовой ма¬ 
трицей; поэтому оно полупросто и все его собственные значения 
вещественны. Значит, мы можем применить (4.4.4) к г] 2 и получить 
однопараметрическую подгруппу р (х) в Aut (g), для которой 
р (4) = г] 2 . Далее, поскольку ryrfrf 1 = t] 2 и тті 2 т _ 1 = rf 2 , мы за¬ 
ключаем, снова используя (4.4.4), что 

тір (х) = р (х) т) и тр (х) т _1 = р (— х) для х£ R. 
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Заметим, что р (х) и является компактной вещественной фор¬ 
мой и сопряжение относительно р ( х) и задается формулой т (х) 
= р (я) тр (— х) (x£R). Из соотношений 

от (x) .= ар (я) тр (— x) = атр (—2л;) = т] _1 т] 2 р (— 2x) = rp *p 
(4 - 2x), 

t (x) a = p (x) тр ( — x) a = p ( 2x ) тех = p (2x) тр 1 = r) _1 p (2x) 
вытекает, что ат (1) = т (1) а, и, согласно (4.1.1), ap (1) и = р (1) и. 

Так как ограничение а на и' — р (1) и — инволютивный авто¬ 
морфизм алгебры и', то и' = и+® иі, где и+'= (1 ± а) и'. 
Поскольку из условия X£u+ следует, что аХ = X, т. е. Х£д, 
мы имеем и+ с: и' П 9- Аналогично ul cz iT fl ig. Следовательно, 
u+ — u' П g и ul = u' П *g. Далее, g = (g П u') 0 (g П iu') = u +Ѳ iul. □ 

Определение. Пусть g — полупростая алгебра Ли над R. Раз¬ 
ложение векторного пространства g в прямую сумму g = f®p 
называется разложением Картана алгебры д, если существует 
компактная вещественная форма и' комплексификации д ал¬ 
гебры д, такая что 

І = дПи' и *> = g|W. 

Из (4.5.1) и (4.5.2) очевидным образом вытекает следующее 
утверждение: 

(4.5.3) Пусть g — полупростая алгебра Ли над R. 

Тогда g обладает разложением Картана. Если g = ! @ у — 
такое разложение , то 

1) отображение х : X + Y X — Y (X £ f, Y ^ яв¬ 
ляется (инволютивным ) автоморфимом алгебры д; 

2) If, f] с if, If, flc*, ft), p]c=I; 

3) для X С f и Y С V 

В(Х, Х)<0 (Х^О), В (Г, Г)>0 (Y=hO), В(Х, К) = 0; 

4) f + /ф — компактная вещественная форма алгебры д. 
Прежде чем продолжать построение теории, рассмотрим при¬ 
мер g = Й (я, R), g = Й (я, С). В качестве компактной веще¬ 
ственной формы алгебры g можно взять 

U\=eu(/i) = {X £ Й(я, С): *Х = —X}. 

В самом деле, и' есть подалгебра в Й (я, C)r- 

Далее, X ^ и' тогда и только тогда, когда матрица іХ эрми¬ 
това и имеет след, равный 0. Поэтому разложение 

1 /л7\ і 1 
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(Y С й ( п , С)) показывает, что Зи (п) является вещественной 
формой алгебры Й (п, С). Собственные значения всякой косо¬ 
симметричной матрицы имеют вид [/ —1 г, где г С R. Отсюда 
следует, что если X £ Й (п), то 

Я(Х, Л 7 ) = 2tf tr (XX) < О 

и и' есть компактная алгебра Ли. Взяв в предыдущем определе¬ 
нии g = й (п, R) и и' = Ш (/г), получим 

I - {Г С Й(я, R) : = —Г}, 

С Й(л, R) = 

Автоморфизм т' алгебры Й (п, R), определенный в (4.5.3), 
1), —это отображение х (К) = — Y С Й (п, R). 

(4.5.4) 1) Пустъ u x ц u 2 — компактные вещественные формы ал¬ 
гебры g. Тогда существует однопараметрическая подгруппа р (я) 
в Aut (g), такая что р (1) и ± = и 2 . 

2. Пустъ g = fi Ѳ Pi = f 2 Ѳ Р 2 — разложения Картана. 
Тогда существует автоморфизм Ѳ С Ad (g), такой что 

Ot ± = t и 0 ^=^. 

Доказательство. 1) Обозначим через т ] сопряжение относительно 
Uj (/ — 1, 2). Согласно (4.5.2), найдется однопараметрическая 
подгруппа р (х) в Aut (g), такая что 

(1) p(l)Uj =(р(1)и, П и 2 ) 0 (р(1)и 1 П іи 2 ), 

(2) р (4) = (т 2 т х ) 2 . 

Поскольку форма Киллинга В отрицательно-определенна на лю¬ 
бой компактной вещественной форме, она отрицательно-определен¬ 
на на р (1) и положительно-определенна на пх 2 , так что 
р (1) % П At 2 = 0. В силу (1), р (1) и х а и 2 ; сравнивая размер¬ 
ности, заключаем, что р (1) = и 2 . 

2) Предположим, что и, — компактная вещественная форма, 
для которой ! ; = g f] U/, V/ = в П At/, / = 1, 2. Пусть а — 
сопряжение относительно g. Так как ох } - = т у а, j = 1,2, то, в силу 
(2), р (4) а = ар (4), и, согласно (4.5.2), (і), р (х) а — ар (х), 
т. е. р (х) g ;. = g для х ^ R. Следовательно, р (х) — однопара¬ 
метрическая подгруппа в Aut (g). Полагая р (1) = Ѳ, имеем 

ѲІ1 = ѳ (и, n g) = 0% n g = «г П 3 = J 2 и Ѳір! = ѳ (u L n щ) = 

= Ѳи х П Щ = «2 П Щ = Pi- □ 

(4.5.5) Для всякого инволютивного автоморфизма о алгебры и 
положим 

(*) g(tf) = (l +0)11 + 1(1 — а) и. 
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1) g (<т) есть вещественная форма алгебры g и формула (*) 
задает разложение Картана алгебры g (а). 

2) Пусть g — вещественная форма алгебры д. Тогда найдется 
инволютивный автоморфизм о алгебры и, такой что д^д(а). 

3) Пусть О! и о 2 — инволютивные автоморфизмы алгебры и. 
Если д (о^) ^ д (сг 2 ), то можно найти г) £ Aut (и), для которого 
т^т] -1 = а 2 , и обратно. 

Доказательство. 1) Используя формулу (2) из (4.5.1), легко про¬ 
верить, что д (а) является подалгеброй. Очевидно, dim g (а) = 
= dim и и g (а) порождает g как линейное пространство над С. 

Следовательно, g (а) — вещественная форма. 

2) Согласно (4.5.2), можно найти г) С Ad(g), для которого 
g = (1 + а о) Щ + і (1 — ог 0 ) 

где сг 0 — инволютивный автоморфизм алгебры г\п. Тогда л~ 1(Т оЛ— 
инволютивный автоморфизм алгебры и и 

Л 9 (Л~Ч>Л) = Л (1 + Л'Ч)Л) и + іц (1 — л^оЛ) і 

= (1 +а 0 ) ли + і(1 —а 0 )ли==д, 

откуда следует, что g (т] _1 сг 0 г]) ^ д. 

3) Пусть / : д (од) —> д (а 2 ) — изоморфизм. Тогда 

g (Оо) = (1 + ог 2 ) U + І (1 — СТ 2 ) и = /(1 + О х ) U + if( 1 - o L ) u 

есть разложение Картана алгебры g (сг 2 ). Согласно (4.5.4), 2), су¬ 
ществует автоморфизм р С Ad (g (сг 2 )), Для которого 

П 1 +Oi)u=-p(l +a 2 )u, /(1 — a x )u = p(l — a 2 )u. 

Для любого X С (1 ± ofj) и имеем р -1 /Х С (1 d= сг 2 ) и и а 2 р _1 /Х. 
Поэтому f~ 1 po 2 p~ 1 fX = / _1 р (+р _1 /Х) = =ьХ = а х Х. Полагая 
ГѴ == Л» получаем, что = о ± . В силу равенства (1 ± 

±сГі) a = л (1 ± or 2 ) w имеем r\u = w. Обратное утверждение оче¬ 
видно. □ 

Отметим, что (4.5.5) дает формальное решение следующей 
задачи: 

Задача. Найти все неизоморфные вещественные формы алге¬ 
бры д. 

Решение, (і) Выбираем какую-нибудь компактную веществен¬ 
ную форму и. (іі) Пусть / обозначает множество всех инволю- 
тивных автоморфизмов алгебры и. 

(ііі) Определяем отношение эквивалентности ~ в /, полагая 
о 1 ~ (т 2 , если существует автоморфизм т] £ Aut (и), для которого 
Л^іЛ -1 = a 2- 
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(іѵ) Из каждого класса эквивалентности в II~ выбираем по 
представителю о и строим g (а). 

Как мы видели в (4.2.4), решение задачи классификации всех 
простых алгебр Ли над R сводится к решению предыдущей за¬ 
дачи для каждой простой алгебры д. Классификация, даваемая 
ниже в гл. 8, будет получена как раз на этом пути. 

Упражнение 1. Пусть g — полупростая алгебра Ли над R и g = ! 0 р - 
разложение векторного пространства g в прямую сумму подпространств. Если 
отображение X Y і —> X — Y (X £ f, Y £ р) является автоморфизмом, 
а форма Киллинга отрицательно-определенна на I и положительно-определен¬ 
на на р, то g — I 0 р есть разложение Картана. 

Упражнение 2. Пусть g = I 0 р — разложение Картана алгебры д. Тогда 
I — максимальная компактно вложенная подалгебра в д. 

Упражнение 3. g R = и + ш есть разложение Картана. 


4.6. Сопряженность подалгебр Картана 

Нам потребуется следующий результат, доказательство ко¬ 
торого будет дано в § 6.2. 

(4.6.1) Пусть g — алгебра Ли над R (соотв. С), все дифферен¬ 
цирования которой — внутренние. Тогда присоединенная группа 
Ad (g) совпадает со связной компонентой в Aut (g), содержащей 1, 
и является замкнутым вещественно- [соотв. комплексно-) аналити¬ 
ческим подмногообразием в GL (д). Множество {exp (ad X) : X £ 
д}, содержит некоторую окрестность единицы в Ad (д). 

(4.6.2) 1) Ортогональная группа О (п) — \S £ gl (n, R) ‘JSS~ 1} 
компактна. 

2) Если и — компактная полупростая алгебра Ли , то Aut (и) 
и Ad (и) компактны. 

Доказательство. 1) Очевидно, что множество О (, п ) замкнуто 
в gl (ц, R). Так как для (s jk ) £ О (п) мы имеем 2/ ( s jk) 2 = 
то I s jk I < 1 и О (п) ограничено. 

2) Пусть В — форма Киллинга алгебры и. Тогда В отрица¬ 
тельно-определенна и, в силу (4.4.3), 1), В (аХ, oY) = В (X, Y) 
для любых а £ Aut (u), X, Y £ гі. Пусть Е ъ ..., Е п — ортонор- 
мированный базис относительно — В. Тогда о £ Aut (и) пред¬ 
ставляется матрицей S £ О (п). Поскольку множество Aut (и) 
замкнуто в GL (и), то оно компактно, а значит, и множество Ad (и) 
компактно, в силу (4.6.1). Q 

(4.6.3) Пусть гі — компактная полупростая алгебра Ли. 

1) Всякая максимальная абелева подалгебра является подал¬ 
геброй Картана , и обратно. 
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2) Пусть а иЬ — подалгебры Картана в и. Тогда существует 
автоморфизм Ѳ £ Ad (а), такой что Ѳа = Ь. 

Доказательство. Так как всякая подалгебра Картана является 
максимальной нильпотентной подалгеброй и всякая компактная 
разрешимая алгебра Ли абелева, то всякая подалгебра Картана 
в и является максимальной абелевой подалгеброй. 

Пусть а — максимальная абелева подалгебра в и. Поскольку 
множество jadX : X £ а} можно отождествить с некоторым под¬ 
множеством в О (я), оно вполне приводимо; поэтому найдется 
векторное подпространство ѵо в и, такое что 

и = а 0 то, [а, to] с= to. 

Так как подалгебра а абелева, то, расширяя поле коэффициентов 
пространства to до С, получим разложение в прямую сумму 

СЦ° = ® • • • ® 

и С-значные линейные функционалы Х ъ ..., X k на а, такие что 
для любого X £ а подпространство tOj содержится в обобщенном 
собственном подпространстве преобразования ad X, отвечающем 
собственному значению Xj (X), / = 1, ..., k. Допустим, что X у -= О 
для некоторого /. Тогда можно найти элемент Y (=/= 0) £ tOj, 
для которого [а, Y ] = 0. Полагая Y = + iY 2 (К х , Y 2 £ ю), 

имеем [a, Y x ] = [а, Y 2 ] = 0. Следовательно, а + RY ± и 
а + RY 2 — абелевы подалгебры в и. Поскольку а — макси¬ 
мальная абелева подалгебра, то Y ± = Y 2 = 0, — противоречие. 
Таким образом, мы доказали, что все Х ; - отличны от 0. Поэтому 
в а можно найти элемент Х 0 , для которого Х г (Х 0 ) =h 0, ... 
..., X k (Х 0 ) ф 0. Следовательно, ограничение преобразования 
ad Х 0 на ѵо с (а значит, и на to) невырожденно. Итак, мы доказали, 
что а является собственным подпространством преобразова¬ 
ния ad Х 0 , отвечающим собственному значению 0. 

Продолжим доказательство, используя метод, принадлежа¬ 
щий Ханту. Пусть а и Ь — максимальные абелевы подалгебры, 
и пусть элементы Х 0 £ a, Y 0 £ Ь таковы, что а и b являются 
собственными подпространствами преобразований ad Х 0 и ad Y 0 
соответственно, отвечающими собственному значению 0. Обозна¬ 
чим через В форму Киллинга алгебры и. Тогда В (сгХо, Y 0 ) есть 
непрерывная функция от а £ Ad (и). Пользуясь тем, что группа 
Ad (и) компактна, выберем элемент а 0 С Ad (и), для которого 
В (а 0 , Х 0 , Yq) принимает максимальное значение. Пусть Z принад¬ 
лежит и. Поскольку exp (х ad Z) о 0 ^ Ad (и) (л; ^ R), функция 
f (х) = В (ехр (.х ad Z) а 0 Х 0 , Y 0 ) достигает максимума при х = 0. 

Так как exp (х ad Z) x==0 = ^d Z, то 
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Ввиду произвольности Z имеем [а 0 Х 0 , К 0 ] = 0. Поскольку Ь 
есть собственное подпространство преобразования ad Y 0i отвечаю¬ 
щее собственному значению^О, это равенство эквивалентно усло¬ 
вию о 0 Х 0 £ Ь. Поскольку а есть собственное подпространство 
преобразования ad Х 0 , отвечающее собственному значению 0, 
то сг 0 а является собственным подпространством для ad (сг 0 Х 0 ), 
отвечающим собственному значению 0. Поэтому из равенства 
[а 0 Х 0 , Ы = 0 следует, что а 0 а =) Ь. Аналогично равенство [Х 0 , 
Oo l Y 0 ] = 0 влечет включение а^іэаЬ. Следовательно, ог 0 а = Ь. 

Это завершает доказательство, так как если а — подалгебра 
Картана и о £ Aut (и), то и ста — подалгебра Картана. [] 


(4.6.4) Пусть g — полупростая алгебра Ли над С, £) х и § 2 — 
подалгебры Картана в д. Существует автоморфизм Ѳ С Ad (д), 
для которого Ѳ1Д = 1) 2 . 

Доказательство. Исходя из данной подалгебры Картана t) y - (/ = 
1, 2), можно по формулам (2) § 4.3 построить компактную вещест¬ 
венную форму Uy, такую что u y - f| bj = а / есть подалгебра Кар¬ 
тана в Uy. Согласно (4.5.4), 1), существует автоморфизм г) £ Ad (g), 
для которого rjUi = u 2 . Тогда г\а г — подалгебра Картана в и 2 . 
Согласно (4.6.3), найдется такой автоморфизм а £ Ad (u 2 ) а 
,с Ad (g), что ат]а х = а 2 . Полагая Ѳ = от], получим, что == 
а 2 . Так как f) ; - — комплексная линейная оболочка алгебры а., 
/ = 1, 2, то = l> 2 . Q . 

Замечание. Теорема (4.6.4) справедлива для любой алгебры Ли 
над полем Р == Р характеристики 0. 

Упражнение 1. Доказать (4.6.3) без предположения о полупростоте алгебры и. 
[Указание. Если g компактна, то g = и 0 3, где и — полупростой идеал 
и 3 — центр алгебры д. Используя этот факт, мы можем отождествить Ad (и) 
с Ad (g) и применить (4.6.1) к Ad (g). Либо же можно воспользоваться тем 
фактом, что произвольная подалгебра Картана (соотв. максимальная абелева 
подалгебра) алгебры g имеет вид а + 3, где а — подалгебра Картана (соотв. 
максимальная абелева подалгебра) в и. ] 


Упражнение 2. Подалгебры а = R аі) и Ь = R ^ ^ 

подалгебрами Картана в 2І (2, R). Однако не существует автоморфизма Ѳ С 
€ Aut (31 (2, R)), для которого Ѳа = Ь. [Указание: сравните собственные 

преобразований ad Ui) и ad (о _,)•] 


являются 


значения 


5 М. Гото, Ф. Гроссханс 
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4.7о Разложения Ивасавы 

Пусть g — полупростая алгебра Ли над R и g — ее ком- 
плексификация. В силу (4.5.2), можно найти компактную веще¬ 
ственную форму и и инволютивный автоморфизм о алгебры и, 
такие что 

и = I 0 9 = f Ѳ р, 

где I = (1 + а) и и р = і (1 — а) и. 

Выберем в !р какое-нибудь максимальное подмножество а, 
элементы которого попарно перестановочны. Ясно, что а будет 
векторным подпространством в ѵ, и, поскольку іа — коммута¬ 
тивное подмножество в и, можно найти подалгебру Картана t 
алгебры к, для которой іа с= t (согласно (4.6.3)). Пусть X — 
элемент из t. Для любого Y £ /а имеем [X, К] = 0и [сгХ, К] = 
= — [аХ, аК] = — а [X, Y] = 0, так что [X — аХ, К] = 0. 
Поскольку X — аХ £ (1 — а) и, то, ввиду максимальности /а 
как коммутативного множества, X — сгХ £ іа, откуда аХ £ t, 
т. е. t инвариантна относительно а. Следовательно, найдется под- 
алегбра b алгебры f, такая что 

t = b®/a, bczf, acp. 

Пусть Н ъ ..., Н г — базис в а и # г+1 , ..., H t — базис в /Ь. Тогда 

Ъ = СН Х Я- h С H t 

— подалгебра Картана в д. 

Обозначим корневую систему относительно !) через Д. В силу 
результатов гл. 2 имеем 

9 = Е СЯ ; - + Е ся«, 

/—1 a 6 Д 

[Я, Я'] = 0 при Я, Я' € і), 

[Н, Е а ] — а(Н) Е а , а (Hi) £ R (/= 1, . . /), 

[£ a , Е. а ] = -Н а £ it (а £ А), 

[Я<х, Я р ] = N a , р£ а+ р (а, р, а + р.£ А), 

Я а ,р = Я_ а> _р £ R. 

Отметим, что поскольку ad X (X £ и ) можно представить матри¬ 
цей (, Sj k ), для которой Sj k + s kj = 0, то все собственные значения 
преобразования ad X — чисто мнимые числа, а поскольку Я ; * £ 
£ ш, то ad Hj имеет лишь вещественные собственные значения 
при j = 1, ...,7. 

Обозначим через и' множество всех элементов из g вида 
х I Н“ Н~ Х-осЕ-а "I - ' * *» 
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где х ъ ..., хі С /R и х а = л:_ а при а £ А. Согласно (4.3.4), и' 
является компактной вещественной формой алгебры д. Согласно 
(4.5.4), существует внутренний автоморфизм Ѳ алгебры д, для ко¬ 
торого Ѳи' = и. В силу (4.6.3), мы можем предположить также, 
что 0t = t и и = {Я + 2а^а‘ : Я ^ t, 4 = л;_ а для всех 

а С А}. Следовательно, мы можем, не меняя обозначений, ото¬ 
ждествить и и и'. 

Так как сф = §, то найдется такой эндоморфизм / (а) двойст¬ 
венного к I) векторного пространства §*, что f (а) А = А. Для 
удобства записи будем обозначать / (сг) просто через сг. Мы знаем, 
что 

(ста) (Я) = а (а _1 Я) = а (оЯ) для а £ А, Я £ 1) 
и 

а£ а С СЯ аа . 

Введем лексикографическое упорядочение, отвечающее базису 
Н ъ ..., Я/, и положим 

А 0 = {а С А: а (Я) = 0 при Я £ а}, 

А + = {а С Л:а>0 и аа<0}, 

А_ = {а С А: а < 0 и аа > 0} = —Д + . 


(4.7.1) 1) А является объединением трех попарно непересекаю- 
щихся множеств Д + , Д_ и Л 0 . 

2) а С А 0 тогда и только тогда , когда аа = а, и в этом случае 
@Е а = аЯ_ а = Я_ а . 

3) Ясли а, р С А + а а + |3 С А, то а + (3 С А + . 


Доказательство. Заметим прежде всего, что 


-(аа) (Hj) = { 


—а(Я/), /= 1, . . г, 

а(Я / ), / = /■+!, .... /• 


1) Если а А 0 , то найдется номер j < г, для которого 
а (Я0 =...= а (Я/_,) = 0 и а (Я/) * 0. 

Следовательно, аа < (соотв. >) 0, когда а > (соотв. <) 0. 

2) Очевидно, что а £ Д„, т. е. а (Я,) = ... = а (Я г ) = 0, тогда 
и только тогда, когда аа = а. Положим 


С а — Е а Е_ а , S a — і (Е а Е _ а ) при а £ Д. 

Если а £ Д 0 , то Е а и Е_ а перестановочны с любым элементом 
из а. Поскольку оЕ а а СЕ аа = СЕ а и оЕ_ а с: С Е_ а , мы имеем 
[С а — аС а , а] = 0. Поскольку С а — оС а £ (1 — а) и = г>, 
то С а — оС а £ га с I). Так как С<* — аС а £ СЕ а + С Е_ а , 
мы имеем — аС« = О, 


5* 
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Аналогично S a — oS a = 0. Следовательно, оЕ а = Е а и оЕ а = 
Е- а- 

3) Если аа < 0 и ар < 0, то а (а + (5) = аа + ар < 0. О 

(4.7.2) (К. Ивасава) п = (£ а 6д СДх) П 3 есть нильпотентная 
подалгебра в g, такая что эндоморфизм, ad X нильпотентен для 
любого X £ п и а + и является разрешимой подалгеброй. Далее, 

g = k ф а 0 п. 

Доказательство. В силу (4.7.1), 3), п = 23„£ Д+ С£ а — подал¬ 
гебра в g, и, поскольку (ad Е а )‘ Е р cz Е /а+р (/= 1, 2, ...), эндо¬ 
морфизм ad X (X £ п) нильпотентен. Отсюда следует, в част¬ 
ности, что п — нильпотентная алгебра Ли, а значит, нильпо- 
тентна и алгебра п. Так как [а, it] с: п, то [а, п] с п и, по¬ 
скольку алгебра а абелева, а + п является подалгеброй. Из 
соотношения [а + n, a + n]czn следует, что эта подалгебра 
разрешима. 

Для Я £ а и a £ А имеем а (Я) £ R, так что ad Я — полу¬ 
простой эндоморфизм с вещественными собственными значениями. 
Следовательно, а П и = 0 и для каждого X £ а + п все соб¬ 
ственные значения эндоморфизма ad X вещественны. С другой 
стороны, если Y £ I, то, как мы знаем, ad Y — полупростой 
эндоморфизм с чисто мнимыми собственными значениями. Следова¬ 
тельно, ad (f) П ad (а + п) = 0, т. е. f П (а + ч) = 0. 

Поскольку f + а с д, достаточно показать, что g с f + 
+ а + п. Ввиду того что g = I + і (1 — а) и, мы можем огра¬ 
ничиваться доказательством включения і (1 — а) и с ! + а + 
п. Так как и = R /Яі + . . . + RiHs + 2«>о (RC a + RS a ) и 
для a £ Д„, в силу (4.7.1), 2), оС а = С а и oS a = S a , то нам ос¬ 
тается только показать, что і (1 — о) X £ ! -f a + п для 
X = ІН, (1 < / < О, С«, S a (a £ Д + ). 

Очевидно, і (1 — a) iHj £ а. Далее, для любого a £ Д + 
непосредственный подсчет дает 

t (1 — a) С а = — (S a + oS a ) -{- 2 i (E a — oE_ a ), 

и, поскольку для любого a £ Д + мы имеем — aa £ Д + , то Е а — 
оЕ_ а £ it. Так как S a + oS a £ (1 -f- a) u = !, то i (1 — a) 
C a € t + ъ- Аналогично проверяется, что i (1 — a) S a £ f + 
+ «• 0 

В качестве иллюстрации к изложенной теории рассмотрим 
пример g = «I (л, R), g = ёі (л, С). Здесь можно взять 

и = ви(л) = {X £ Й(я, С): *Х = — X). 
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Тогда 

t = о (п, R) = {X 6 ?I(«, R): ( X = —X\, 

a = sdiag(n, R) = {X £ (x tj ) £ Й(п, R): x tj = 

n = u (n, R) = |X = (x u ) £ ёі ( n, R): x it = 0, 

Равенство ёі (n, R) = f + a + n следует из 
легко доказать и непосредственно. 

Упражнение 1. В обозначениях данного параграфа, для 
алгебры Ли 9 над С 

9 = И0 ]] RH { 0 £ СЕ а 

а>0 

есть разложение Ивасавы для 

Упражнение 2 . Если рассматривать а £ А как С-значный 
нал на подалгебре Картана а+ Ь алгебры 9 , то (ста) (Я) = 


= 0, i=hj], 
і > /I- 

(4.7.2), но его 
всякой полупростой 

линейн ый функцио 
: а (Я). 



Глава 5 


ГРУППЫ, СВЯЗАННЫЕ С 
КОРНЕВЫМИ СИСТЕМАМИ 


5.1. Введение и обозначения 


Начнем с того, что коротко напомним основные результаты гл. 2, 
Пусть g — полупростая алгебра Ли над С и І) — ее подал¬ 
гебра Картана. Пусть Д —корневая система алгебры g относи¬ 
тельно Ь. Тогда Д является подмножеством пространства [)*, 
двойственного к I). Далее, форма Киллинга В алгебры g невы- 
рожденна на I), и поэтому для произвольного Я £ I)* мы можем 
определить элемент /Д £ 1) условием 


В (# ь Я) = Я (Я) для всех Е £ $. 

Введем скалярное произведение (невырожденную симметричную 
билинейную форму) в 1)*, полагая 


(К м> = я (Я м ) = р (Я,) = в (Я ь я*) (Я, р 6 Г)- 

Пусть Е — вещественная линейная оболочка множества Д 

в {)*:£= 23а£дК«- Если rankg = dim f) = dim fy* = /, то Я 
также имеет размерность I над R и скалярное произведение яв¬ 
ляется положительно-определенным на Е. 

Рассматриваемая как подмножество пространства Е корневая 
система Д удовлетворяет следующим условиям: 


(1) 0 0 Д и для любого а £ Д мы имеем Ra П А = {±а}, 
(2') Для любых а, (3 £ Д 


2 


<Р. «) 

<а, а) 


€ Z 


и 


Р-2 


(Р. «) 

<«> а> 


а £ Д. 


( 3 ) Д порождает Е как линейное пространство. 

Для всякого Я £ Я определим элемент S\ С 9* (£) условием 
S^-l-2 -^-Я (|6£). 

Ясно, что Sx — это отражение относительно гиперплоскости 
Р\ — € Е‘ (Я, I) = 0} (си<. рис. 1). Пусть 0 (Е) обозначает 

ортогональную группу эвклидова пространства Е: 

О (Е) = {Г £ GL (Е): (Tt, Тц) = (1, Т|) для |, л 6 £}• 

огщ Яд, £ О (£), ц если а,, Р £ Д, то S,,P 6 Д> взиду (2’), 
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Рис. 1. 



Докажем, что всякое подмножество А пространства £, удовлет¬ 
воряющее условиям (1) и (2'), удовлетворяет следующему усло¬ 
вию (2) (см. упр. 4 § 2.4): 

(2) Если а, р £ А, то р — ka С А для любого целого числа k , 
заключенного между 0 и 2 (р, а)/(а, а). 

Доказательство. Пусть а, р £ А и а =f= ip. Если (а, р) = О, 
то доказывать нечего. Предположим вначале, что (а, р ) > 0. 
Если (а, а) > (р, Р), то из неравенств 2 (а, а) > (а, а) + 
<р. Р) > 2 (а, Р) получаем 0 < (а, Р)/(а, а) < 1. Так как 2 
(а, Р)/(а, а) £ Z, то 2 (а, Р)/(а, а) = 1 и [Р — а = S a p £ А, в 
силу (2'). Если (р, Р) > (а, а), то аналогично доказывается, 
что a — р £ А, и потому Р — a = — (a — Р) £ А, согласно (1). 
Отсюда вытекает, что (р — a) = S a р +а С А. Следовательно, 
если (a, Р) > 0, то р — a, S a p + а ^ Д; повторяя это’рас¬ 
суждение, заключаем, что р, Р — а, р — 2а, ...,5 а р С A. j 
Если (а, Р) < 0, то (—а, Р) > 0, что позволяет свести этот 
случай к предыдущему. [] 

Иногда бывает удобно определить скалярное произведение 
в I) формулой 

(Я, //') =- {2^В(Н, Я') (Я, Я' 6 » 

и отождествлять элемент X £ Е с элементом ф (X) £ 1), для ко¬ 
торого 

х (Я) = 2я Ѵ~ (ф а), н) (я е 

так что Ях — 2я К— 1 ф (Я). Пусть — вещественная линейная 
оболочка множества \Н а : a £ Д}. Тогда ф есть изоморфизм век¬ 
торных пространств 

Е-*Ѵ~Ъ r = t 

и 

(X, р) = (ф (к), ф(р)) (к, р 6 Я). 
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Учитывая это, мы будем при необходимости опускать символ ср 
и рассматривать А как подмножество в {). 

Далее, введем в Е какое-нибудь лексикографическое упорядо¬ 
чение и обозначим через Д + множество всех положительных кор¬ 
ней. Положительный корень а называется простым, если его нельзя 
представить в виде суммьмх = р + у, где р, у £ А + . Пусть я — 
множество всех простых корней. Тогда 

(4) я = \а ІУ ..., a L \ образует базис пространства Е. 

(5) Если р £ А, то р = +...+ ща 19 где п і £ Z, причем либо 

все Uj неотрицательны , либо все п } - положительны , т. е. я — 
фундаментальная система в А; обратно , всякая фундаменталь¬ 
ная система в А является множеством простых корней отно¬ 
сительно некоторого упорядочения (см. (2.4.5)). 

В § 2.4 было введено также понятие я-системы как подмноже¬ 
ства \а г , ..., а/} с= Е , для которого выполняются условия: 

(6) \а ъ ..., a L \ — базис в Е . 

(7) Числа с іі = —2 (а,., а / )/(а / , а у ) ц&ш и неотрицательны 
при і Ф /. 

Мы называем с і} - числами Картана, а матрицу — (с /у ) — матрицей 
Картана я-системы \а ъ ..., a t \. 

Всякая фундаментальная система я в А является я-системой. 
Но, как было показано в гл. 2, для любой я-системы я существуют 
полупростая алгебра Ли g с подалгеброй Картана I) и корневой 
системой А и фундаментальная система я в А, такие что я^ я. 
Далее, из я ^ я следует, что A ss А и g оё g (см. (2.6.2) и (2.6.6)). 
Это означает, что я определяет g и А. 

Напомним теперь конструкцию компактной вещественной 
формы и алгебры д, описанную в § 4.3. Для любого а £ А 
существует элемент Е а £ д, такой что 

д = § + С£ а> 

а£ А 


І)] = 0, а (У с: R, 

[Я, £ а ] = а (Я) Е а , [Е а , Е_ а ] = —Я а £ f) r , 
[£ а , Яр] = Я а> р£ а+р при а, % а + |3£Д, 

О =h N a> р = N_ a , _р £ R. 
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Множество \Е а : а £ А}, удовлетворяющее перечисленным выше 
условиям, называется базисом Вейля алгебры g (по модулю I)). 
Для данного базиса Вейля {.ЕД подалгебра 

и •= {я + I" х а Н а : Н £ t = К=г f) r , х а = х_ а 

для всех а £ А} 

является компактной вещественной формой алгебры д. Заметим, 
что, используя описанное выше отождествление, можно написать 

A (=scp (А)) ata at. 

В этой главе мы будем изучать группы эвклидовых движений 
пространства £, связанные с А. Мы сохраняем обозначения настоя¬ 
щего параграфа на протяжении всей главы. 

Последняя часть главы основана преимущественно на работах 
Ивахори и Мацумото. 

5.2. Группы Вейля 

Пусть Е — векторное пространство размерности I над R с по¬ 
ложительно-определенным скалярным произведением ( ,) и А — 
корневая система в £, т. е. 

(1) O^AnRaflA^ |dba| для любого a £ А; 

(2') из того, что а, р £ А, следует, что 2 (Р, а)/(а, а) £ Z 
И s a p £ А; 

(3) А порождает £. 

Пусть, как и выше, О (Е) обозначает ортогональную группу про¬ 
странства Е. 

Определение. Подгруппа в О (£), порожденная множеством 
{S a : а £ А}, называется группой Вейля системы А и обозначается 
Ad (А). Далее, группа 

Aut(AV= \Т £ О(Е): ТА = А} 

называется группой автоморфизмов системы А. 

(5.2.1) Aut (А) — конечная группа , и Ad (А) — нормальная под¬ 
группа в Aut (А). 

Доказательство. Каждое преобразование Т из Aut (А) индуци¬ 
рует некоторую перестановку множества А, и потому Aut (А) 
можно отождествить с соответствующей подгруппой симметриче¬ 
ской группы конечного множества А. 
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Если Т £ Aut (А) и а £ А, то 7\S a T 1 = S Ta , так что Ad (А) — 
нормальная подгруппа в Aut (A). Q 

Положим 

Е' = Е\ U Я а . 
а 6 А 

Определение . Связные компоненты множества Е' называются 
камерами Вейля. 

Из этого определения сразу следует, что каждая камера Вейля 
есть открытое линейно-связное множество в Е. 

(5.2.2) 1) Пусть W — камера Вейля и Т С Aut (А). Тогда и 
TW — камера Вейля. 

2) Пусть я = \а ъ ..., а,} —фундаментальная система в А. 
Тогда множество 

W (л) = Е: (а,, I) >0, . . (a h I) >0} 
является камерой Вейля. 

Доказательство. 1) Так как ТР а == Я Га , то ТЕ' — Е '. Посколь¬ 
ку Т представляет собой гомеоморфизм, TW является связной 
компонентой множества Е' и, значит, камерой Вейля. 

2) Всякое р С А записывается в виде (3 = n 1 a l + ...+ n [ a l 
(itij C Z), где коэффициенты n ; - либо все неположительны, либо 
все неотрицательны. Поэтому для % £ W (я) мы имеем (|3, £) ^=0 
и I С Е'. 

Очевидно, что для любых I, r\ £ W (я) отрезок + (1 — t) Ц 
(0 < t < 1) содержится в* W (я), т. е. множество W (я) вы¬ 
пукло, а значит, связно. 

Пусть теперь I С W (я) и г\ С E'\W (я). Тогда найдется такой 
номер /, 1 </<:/, что (а,*, г]) <0. Поскольку (а,, £) > 0, 
всякая кривая, соединяющая £ и т), пересекает Р а .. Следовательно, 
№ (я) есть связная компонента множества Е'. Q 

(5.2.3) Пусть я 0 = |а х , ..., а,} — фундаментальная система в А. 
Положим 

S f = S aj (1 </</) и Г(я 0 )^Г 0 . 

1) {S'i, ..., 5/} — порождающая система для Ad (А). 

2) Для каждой камеры Вейля W найдется такое пр еобразо- 
вание S С Ad (А), что SW 0 = W. 

3) Всякая фундаментальная система в А есть система вида 
5я 0 , где S £ Ad (А), и, обратно , 5я 0 является фундаментальной 
системой в А при любом S £ Add (А). 
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4) Каждый корень р £ А можно записать в виде 

. . . Sj^oL^ еде i, j \, • • *, jk — 1» • • •» Л 

г/ для любой фундаментальной системы л в А имеет место равен¬ 
ство А = Ad (Д) я. 

Доказательство. Обозначим через G подгруппу в Add (Д), порож¬ 
денную множеством { S ъ ..., 5/}. 

(a) Докажем прежде всего, что каждая камера Вейля W сов¬ 
падает с SW 0 для некоторого S £ G. 

Пусть £ £ ИР 0 и £ £ W. Выберем такой элемент 5 0 £ G, 
что II S 0 £ — £ || < || S£ — £ || для всех S £ G, и положим S 0 £ = Л* 
Допустим, что т] ^ W 0 - Тогда найдется номер /, для которого 
<а ; -, т)> < 0. Следовательно, £ и S/r) лежат по одну сторону от ги¬ 
перплоскости Р а ., а т) — по другую ее сторону (рис. 2). Значит, 

I £ — SyT) I < I £ — г] I — противоречие. Более подробно, выбе¬ 
рем в Е ортонормированный базис г ъ ..., s h в котором е х =■ 
ос//|| ос/1|. Тогда = — г 1 и S /в^ = г к при k > 1. Положим 
I = +...+ лг/в/, т) ='^ 18 ! +...+ У/ 8 /. Так как <а у , £> > 0 

и (а у , т|) < 0 , то Хі > 0 , у г < 0 и 

И -' ]р = (х І -у 1 )*+...+(х і - Л ) а . 

Из равенства S/r) = —+ г / 2 8 2 +...+ Уі&і получаем 

II I - SyT) || 2 = (-V 1 + ft) 2 + (*,— t/ 2 ) 2 -f (X t - У if < III - Till 2 . 

Мы пришли к противоречию. Тем самым показано, что S 0 (W) П 
W 0 Ф 0 , откуда следует, что S 0 W = W 0 . 

(b) Теперь докажем, что для любого а £ Д найдутся такие 
oij £ л 0 и 5 £ G, что Sa = а /. 

Выберем I £ Р а так, чтобы £ ^ при всех р ±а. Возь¬ 
мем е > 0, настолько малое, что для всякого r\ £ U = £ Е: 

I £ — £ I < е} выполняется неравенство (Р, £) (Р, ц) > 0, т. е. 
£ и т) лежат в одном и том же полупространстве, ограниченном 
гиперплоскостью при всех р ^ ±а. Очевидно, что множество 
U' = і/ П {£ G < а > £> > 0} связно и содержится в некото¬ 
рой камере Вейля, скажем W. В силу (а), найдется преобразо¬ 
вание S £ G, для которого SW = W 0 . 
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Допустим, что Sa Ф ±об/ для всех / = 1, /. Тогда для каж¬ 
дого У] £ U' числа (S' l a jt к\) = <а у -, Sr]> и g) = <a /f S£> 

имеют одинаковые знаки. С другой стороны, из соотношений 
Sri С SU f a SW = W 0 следует, что (a y -, Sri) > 0 при / = 1, 
2, ..., /. Это означает, что S| С 1F 0 , в противоречие с условием 
SI С SP a = Р 5а . Таким образом, Sa = a y - или Sa = — a y - 
для некоторого /. Если Sa = — a y , то S y Sa = a y -, а S y S С G. 

(с) Докажем, что S a С G для всех a £ А, откуда будет следо¬ 
вать, что G = Ad (Д). 

Для любого Т С Ad (А) имеем TS a T _1 = S ra . С другой сто¬ 
роны, Sa = а у для некоторого / и некоторого S С G, в силу (Ь). 
Отсюда SS a S _1 = S / И S a = S -1 S y S С G. 

Заметим, что из (Ь) и (с) вытекает 4). 

(сі) Пусть я = |р,, ..., РД —фундаментальная система в Д. 
Найдем преобразование S С Ad (Д), для которого Sk 0 = 71 • 
Поскольку W (л) — камера Вейля, существует преобразова¬ 
ние S £ Ad (Д), такое что SW'o '= W (л). Отсюда следует, что для 
вектора £ С Е тогда и только тогда (Р у , £} > 0 (1 < / < О» 
когда <Sa y -, g) = <a y , S^ 1 ^) > 0 (1 < j < /). Следовательно, 
граница множества № (л) содержится в IJ l j= \P Sa . и также в 
и /=іРр у - Значит, наборы {Ps^. •••, Ps»,} и {Рр^ .... Рр,} сов- 
падают с точностью до порядка. Если Рр. = P Sak , то Sa /e С R Э/, 
а потому Sa*. = + Р У . Но для любого £ С мы имеем (Р у , S£> > 
0, и из равенства Р у - = — Sa^ следовало бы, что (a b £} = (Sa b 
SI) <0, — противоречие. Таким образом, Sa k = Р у - и 5л 0 — л. 

(е) Пусть Т С Aut (Д) и р С А. Тогда р можно записать в виде 
Р = п 1 а 1 + ... + n t a h так что Рр = п 1 Та 1 + ... + n t Ta h где 
rij С Z, причем либо все п у > 0, либо все < 0. Следовательно, 
Гя 0 — также фундаментальная система. 

Предложение полностью доказано. Q 

Определение . Пусть л — фундаментальная система в Д. Группа 
Aut (я) == {S £ О (£): 5л = л} 
называется группой автоморфизмов системы л. 

(5.2.4) Aut (л) — подгруппа в Aut (Д), такая что 
Aut (Д) - Ad (Д) Aut (л). 

Доказательство. В силу (2.6.2), для любого S С Aut (л) мы имеем 
SA = Д. Поэтому Aut (я) с= Aut (Д). Обратно, пусть Т С Aut(A). 
Тогда Тя — фундаментальная система, и, согласно (5.2.3), 3), 
5л ~ Тп для некоторого S С Ad (Д). Следовательно, S~ l T С 
Aut (л). Q 
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Замечание. Фигурирующее выше произведение Ad (Д) Aut (я) яв¬ 
ляется полупрямым , т. е. Ad (Д) П Aut (я) 1. Этот факт будет 

доказан в следующем параграфе. 

Упражнение 1. Пусть А (Л/) — корневая система, соответствующая диаграмме Л/, 
Доказать, ^что группа Ad (А (Л/)) изоморфна симметрической группе множества 

Упражнение 2 . Найти Aut (А (Л/)). 

Упражнение 3. Пусть W = SW 0 , где 5 £ Ad (А), — камера Вейля. Если она 
инвариантна относительно преобразования Т £ Aut (А), то это преобразование 
переставляет элементы множества {Sa 2 , 5a/}. 


5.3. Группа автоморфизмов полупростой 
алгебры Ли над С 

Пусть g — полупростая алгебра Ли над С, I) — ее подал¬ 
гебра Картана, Д — совокупность корней алгебры g относи¬ 
тельно I) и я = \а ІУ ..., a z } — множество простых корней относи¬ 
тельно некоторого фиксированного упорядочения. 

Обозначим через N = N ({)) подгруппу в Aut (g), состоящую 
из всех автоморфизмов ст, для которых а = I), и положим № — 
N П Ad (g). 

(5.3.1) Aut(g) = Ad (q)-N,~ 

Aut (g)/Ad (g) = W/A°. 

Доказательство. Для любого о £ Aut (g) подалгебра at) будет 
подалгеброй Картана в д; поэтому, согласно (4.6.4), найдется 
автоморфизм т £ Ad (g), для которого таі) = Іу т. е. та £ N, 
откуда a £ т _1 Я a Ad (д)Я. 

Так как Aut (g) = Ad (g ) N, to 

Aut (g)/Ad (g) = (Ad (g) • N)/. Ad (g) s N/(N f| Ad (g)) = N/№. 

Положим 

$,=• £ RH a , £= E Ra. 

a € A a£ A 

(5.3.2) 1) Пусть a £ N. Тогда a f) r = t) r , и, определяя f (a) f 
GL ( E ) формулой 

(/(а)!)(Я) = |( 0 - 1 Я) (НеъгеЕ), 

мы получаем гомоморфизм f группы N на Aut (А). 

2) аНх — Hf (о х для всех I £ Е. 

3) Ядро гомоморфизма f равно exp (ad ()). 
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Доказательство. 1) Применяя а £ N к обеим частям равенства 
[Я, £ а ] = а (Я) £ а , находим, что [аН, аЕ а ] = а (Я) о£ а , т. е. 

[Я, о£ а ] — а (а - 1 Я) <т£ а при Я£ 1 ). 

Пусть р (Я) = а (а _1 Я). Ясно, что р £ Д. Определим f (а) £ 
€ GL (Г) формулой (/' (а) £) (Я) = | (а^Я) (Я 6 U 6 Г)- 
Тогда /' (а) Д = Д, а потому /' (а) £ = £ и <т{) г = 1> г . Следова¬ 
тельно, ограничение / (а) отображения /' (сг) на £ принадлежит 
Aut (Д). Для а, т £ Я, а £ Д и Я £ І) г 

(/ (о) (/ (т) а)) (Я) = (/ (т) а) (аПЯ) = а (тГ'сГ'Н) 

=а ((ат) _ 1 Я) = (/ (от) а) (Я). 

В силу (2.6.7), для каждого Т £ Aut (Д) существует такой 
автоморфизм о алгебры д, что аі) = I) и / (о) = 7\ Следовательно, 
гомоморфизм / сюръективен. 

2) Положим / (о) = S. Для любого 5 6 Я 

S (о- х Я а ) = (S|) (Я 5 ,) = <S£, SA,) = <1, А) = I (Я,). 

Значит, о _ 1 Я 5Я , = Я ь т. е. оЯ^ = Я 5Я . 

3) Если / (о) = 1, то о = id на Применяя о к обеим частям 
равенства [Я, Е а ] = а (Я) £ а , получаем [Я, о£ а ] = а (Я) о£ а . 
Следовательно, оЕ а = q (а) £ а для некоторого q (а) £ С. 

Так как [£ а , £_ а ] = — Н а £ 1), то q (a) q (—а) = 1, а из 
равенства [£«, £ р ] = Я а , р £ а+р следует, что q (a) q (Р) = q (а + 
Р), если а, р, а + р £ А. 

Докажем утверждение: 

(*) если р = п Л а 1 -|- +л г а,£Д, то <7 (Р) = ? (аД"* • • • q (а;)"'. 

используя индукцию по I Р I = I «і +...+ Пі |. 

В случае | р | = 1 это утверждение очевидно. Допустим, что 
р £ Д, I р I > 2 и (*) справедливо для всех у £ Д, с | у \ < | р |. 
Предположим вначале, что Р > 0. Тогда, в силу (2.6.1), найдутся 
такие у > 0 и ay £ л, что Р = у + «/. Если р = п 1 а 1 +...+ n t a h 
то у = п 1 а 1 +...+ (tij — 1) а у +...+ п [ а 1 и по предположению 
индукции 

Q (у) = <7 К)" 1 • • • Q К)”'" 1 • • • Q («А 
Следовательно, 

Я (Р) =* Q (у) 7 («/) = 7 («,Л • • • 7 («А 

Поскольку q (Р) <7 (—Р) = 1, (*) выполняется и для —р. Итак, 
утверждение (*) доказано. 

Так как q (а у ) Ф 0 , то существуют числа Г/ £ С, для которых 
ехр г у = q (ау). Поскольку множество {а х , ..., аД линейно-не- 
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зависимо, найдется такой элемент Я 0 С f), что a f ( Я 0 ) = г } - и 
потому ехр (ау (Я 0 )) = q (ос у ). Применяя (*), получаем 

ехр а (Я 0 ) = q (ос) при ос £ А. 

Следовательно, ехр (ad Я 0 ) Я = Я при Я £ £) и ехр (ad Я 0 ) = 

q (а) Е , т. е. а = ехр (ad Я 0 ). 

То что /(ехр (ad 1))) = 1, очевидно. Q 

Замечание. Из 2) следует, что если отождествить X £ Е с Я^ С 
С І) г или с 2я И"—1 Я^ С К—1 lj r = t, то ^ совпадает с ограни¬ 
чением автоморфизма а на ^ или соответственно на t. 

(5.3.3) / (№) zd Ad (A). 

Доказательство. Достаточно показать, что для любого ос С А 
найдется элемент Х а С g , такой что ехр (ad Х а ) $ =* 1) и 
/ (ехр (ad Х а )) = S a . Положим 

X^X a ^ 7r ^=(£ a + £_ a ), a = ехр (ad X). 

Индукцией по k можно доказать, что 

(ad Xу** Н = (-1)*+» л 2 *+і (£„ - Е_ 

(ad Х) 2 *+ 2 я = (— 1 )* + і л 2 * +2 Н а , 

Я» = -[£., Л = 0.1,2, .... 

Поэтому 

сю сю 

° н = « + 2 ТЙТЖ (>“ н + 2 ЩТЩ < atl *>““ н 

к—О к—О 


Н -I_ gig) _ V 4 (__1 )А+1 _ я<2/і+1 _ (F — F ) 

' ' *=0 

I к ( Я ) V 1 / |\*+1 л “ <;+2 и 

^ (а, а) Zj 1 ' (2ft + 2)! л “ 

А=0 


= Н — 
■=Я- 


-? ===- sin я • (£ а — Е_ а ) 
V 2 (а, а) 

2а (Я) „ 

(а, а) “• 


а (Я) 
(а, а) 


(COS л — Г) Я а 
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Следовательно, для £ £ Е и Н £ I) 

(/ (О 5) (Я) = 6 (аЯ) = (І- а) (Я) 

и, значит, f (а" 1 ) = S a . Так как S« = 1, то / (а) = 5 а . Q 
Для s £ gl (g) и с f С положим 
g(s, ё) = {X £ g: (s — d) n X = 0}, где Ai = dimg. 

(5.3.4) Для любого о £ Ad (g) 
dim g (а, 1) > rank g = L 

Доказательство. Пусть a £ Ad (g). Положим 

c (x, o) = det (л* 1 —o) = (x— l) n + c n+1 (a) (x — 1)" +1 + 

' * • 4 ~ c o (°)* 


Ясно, что c 0 , с ъ ..., c n _i — голоморфные функции на Ad (g). 
С другой стороны, для X £ g и о = exp (ad X) имеем g (о, 1) 
і э g (ad X, 0) и dim g (ad X, 0) > /, откуда dim g (or, 1) > / и, 
значит, c 0 (cr) = c x (a) = • • • = Ci_ x (a) = 0. Из последнего утвер¬ 
ждения теоремы (4.6.1) следует, что с 0 , с ъ ..., c Ul равны нулю 
в некоторой окрестности единицы. Так как Ad (g) — связное ана¬ 
литическое многообразие, то с 0 , ..., c L _ x должны быть тождественно 
равны нулю на Ad (g). Следовательно, 

с (*, о) = (х—\ У ((х — 1 У 1 - 1 -|-+ c t (а)) для о С Ad (g). Q 

(5.3.5) Для любого Т С Aut (я) найдется такой автоморфизм 
х £ N, что f (т) = Т и g (т, 1) с= I). 

Доказательство. Поскольку отображение /: N Aut (А) сюръ¬ 
ективно, мы можем найти элемент т 0 £ N, для которого f (т 0 ) — 
= Т. Так как Тп = я, то из a > 0 следует Та > 0. Разложим 
перестановку множества А, индуцированную отображением 7\ 
в произведение циклов 

(Pi. Р*. • • • . Ра) (Ѵі, 7г- 

где ТР, = р 2 , Тр 2 = рз, T$ k = Рх, Туі = 7а, ... . 

Для любого а £ А имеем [Н, т 0 Е а ] = а (т^Я) т 0 Е а и 
а (т^Я) = (/ (тгі) а) (Я) (7a) (Я), поэтому To£a cz g (7а). Но 

в (Р) = С7р для всех р £ А. Следовательно, т 0 д (Рх) = g (р 2 ), 
То g (р 2 ) = g (рз), .... т 0 д (Ра) = д (рі) И, значит, подпространство 

V = g (P t ) +■ g (Р2) +•••'+ 9 (Ра) 




5.3. Группа автоморфизмов полупростой алгебры Ли над С 145 


инвариантно относительно преобразования т 0 , причем сужение 
этого преобразования на У задается в базисе Е E$ k матри¬ 
цей вида 

Qk 
О 

О * 


I 0 0 . . . q k _ x О I 

с характеристическим многочленом x k — ЯіЯъ--Лк- 

Для любого Я С 1) автоморфизм т 0 -ехр (ad Я) также остав¬ 
ляет подпространство У на месте и представляется в нем матри¬ 
цей вида (1), в которой все числа qj заменяются на ^ехр (Я) 
и которая имеет характеристический многочлен x k — q ± - • -q k X 
Xexp ( / =1 ру (Я)). Так как все корни Ру имеют один и тот же знак, 
то 2 Ру Ф 0. Следовательно, множество {Я С f)' ЯіЯч-Ли' ех Р 
(2ру (Я)) = 1} является объединением счетного числа гипер¬ 
плоскостей в Ьвида {Я С S Ру (Я) = г} , гдеехр г = (ду • 

Итак, каждому циклу соответствует некоторое подмножество 
в I), являющееся объединением счетного числа гиперплоскостей. 
Ясно, что найдется элемент Я 0 С не принадлежащий этому 
объединению. Положим т = т 0 ехр (абЯ 0 ). 

Автоморфизм т оставляет пространство У на месте, и 1 не яв¬ 
ляется корнем характеристического многочлена его сужения на У, 
поскольку q L - • • q k ■ exp (£ Ру (Я 0 )) 1* Это справедливо для 

каждого цикла. Значит, т не имеет собственного значения 1 в 
инвариантном подпространстве Ц а ^ д СЯ а , т. е. g (т, 1) a t). Q 

(5.3.6) 1) f(№) - Ad (А). 

|f 2) Ad (А) П Aut (я) — 1. 

Доказательство. Докажем вначале, что / (№) f) Aut (я) = 1. Для 
всякого Т £ / (№) П Aut (я) можно, в силу (5.3.6), найти такой 
автоморфизм т £ Я, что / (т) = Гид (т, 1) с= § . Так как № с= 
Ad (д), и ядро гомоморфизма / содержится в Ad (д),тот £ Ad (д) 
и, ввиду (5.3.4), dim g (т, 1) > rank g. Следовательно, g (т, 1) 
— f). Поскольку = 1) г и для любых Я ъ Я 2 С $ г 

(тЯ х , тЯ 2 ) = В (тЯ 1? тЯ 2 ) = В (Н ѵ Я 2 ) = (Я 1 , Я 2 >, 

где через Б обозначена форма Киллинга, то ограничение авто¬ 
морфизма т на І) г является ортогональным преобразованием с един¬ 
ственным собственным значением 1; следовательно, т должно быть 
тождественным преобразованием. Из того, что (Т|) (Я) = 1 (if г Я) 
при Я С fy- и I С Я, вытекает, что Т = У 


( 1 ) 


0 0 

<7і 0 
0 q 2 


0 

0 

0 
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Поскольку, в силу (5.3.3), / (№) zd Ad (А) и f(№) f) Aut (я) = 1, 
мы имеем Ad (А) П Aut (я) = 1. С другой стороны, согласно 
(5.3.4), Aut (А) = Ad (A)-Aut (я) и потому f (N°) = Ad (A). Q 
Таким образом, мы установили следующую теорему: 

12 3 

(5.3.7) Теорема Aut (g)/Ad (g) ^ N/N 0 ^ Aut (A)/Ad (A) ^ Aut (л), 
где N = \o £ Aut (g): of) = и № = N {] Ad (g). 

Отметим, что 

1 

следует из сопряженности подалгебр Картана, 

2 

^ — из свойств гомоморфизма /, 

3 

— из разложения в полупрямое произведение 
Aut (А) = Ad (А) • Aut (л), Ad (А) П Aut (л) = 1 . 


Пример. А 




<*2 

—О— 


—О 


(/ > 2). Группа автоморфизмов этой 


диаграммы, очевидно, такова: 

(a L <х 2 . . .a z 

a i а,_ г . . .(*! 


Aut (л) = {1, 
и Aut (g)/Ad (g) - 


группа порядка 2. 


Упражнение. Пусть Й и Q' — камеры Вейля (или фундаментальные системы 
в Д). Тогда существует единственное преобразование S £ Ad (Д), для которого 
SQ=Q'. 


5.4. Группа автоморфизмов компактной 
полупростой алгебры Ли 

Пусть и — компактная полупростая алгебра Ли и g — 
ее комплексификация. Мы можем считать, что 

g = t)+ с е у , 

А 

и = t -f- (R (Еу + E_y) -|- R i (E y E_y)) 

V>0 

Jj XyEy\ Xy = x_y, для всех у£ДІ, 

l ѵ£д J 

A^a, p = при a, P£ A. 

Поскольку алгебра u является вещественной формой алгебры g, 
всякий ее автоморфизм единственным образом продолжается до 
автоморфизма алгебры д. Пользуясь этим, мы будем рассматри¬ 
вать Aut (и) как подгруппу в Aut (g): 

Aut (и) = \o £ Aut (g): au = uj. 
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Мы сохраняем обозначения предыдущего параграфа; в частности, 
N =* {а£ Aut (g): c^ = f)}. 

Так как всякий элемент группы N оставляет на месте І) г , а значит, 
и подалгебру Картана t алгебры и, то 

N u =* {а £ Aut (и): at = t} = N П Aut (и). 

Нас будет интересовать сужение гомоморфизма /: N -> Aut (А) 
на N ц. Обозначим это сужение через / и . 

Пусть о £ N. Тогда 
оЕ а = q (a) E Sa , где q(a)£C, S = f (a). 

Из равенства a (. x a E a + x_ a E_ a ) = q (a) x a E Sa + q ( —a) x_ a E _ Sa 
мы заключаем, что au = u тогда и только тогда, когда q (a) * a =ь 
= q (— a) x_ a при x a = x_ a , t. e. q (a) = q ( —a). Итак: 

(5.4.1) Автоморфизм о £ N принадлежит N n тогда и только 
тогда , когда q (a) = q (—а) для всех а £ А. 

( 5 . 4 . 2 ) Пусть S £ Aut (Д) и я == {а ъ ..., а,}— фундаменталь¬ 
ная система в А. Тогда существует единственный автоморфизм 
а £ N у для которого f (о) = S и а£ а . = £ Sa . (/ = 1 , ..., /). 
При этом а £ W u . 

Доказательство. Если р + /а (—/ < і < &) есть а-последователь- 
ность, содержащая р, то Sp + /Sa (— j < i < k) будет (5, a)- 
последовательностью, содержащей Sp. Следовательно, (N at p ) 2 = 
= (W Sa ,sp ) 2 = 2 _1 (/ + L) k (a, a), t. e. N a , 3 = ± A Sa , sp . 
Пусть a — такой элемент из N, что f (a) = S (cm. (5.3.2)). Приме¬ 
няя a к равенствам ІЕ У , E_ y ] = —H v и [E a , ] = N a> р£ а+ р, 
получаем 

q(y)q(— v)= Г 

q (a) q (p) = ^ ■ <7 (a + P) = ± q (a + P), если a -f- P £ A. 

Выберем элемент a 0 £ А, для которого f (a 0 ) = 5 и a 0 £ v = 
q 0 (y) E Sy . Далее, для каждого i = 1 , ..., I выберем по одному ре¬ 
шению (z С уравнения q 0 (а г ) ехр £,• = 1. Поскольку мно¬ 
жество (а,.а,) линейно-независимо, существует элемент 

#о £1), для которого а г (Я 0 ) = (г — 1, 2, ..., I). Положим 
a = a 0 exp (ad H 0 ). Тогда oE a . = q 0 (y) exp a t (tf 0 ) E Sa . = E Sa .. 
Учитывая формулу oE y = q (у) E Sy , получаем q (a x ) = ••'• = 
q (a i) =1. Из равенства q (a,) q (—a ( ) = 1 следует, что 
q (— a i) =• • • = q (— «/) = 1. Так как множество [Е ±а ^ ■■■, Е±а ( \ 
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порождает g, то автофорфизм а однозначно определяется уело- 
ВИЯМИ oE ± a t = E±Sa r 

Теперь убедимся, что q (у) — ±1 для всех у £ Д. Не ограничи¬ 
вая общности, можно считать, что у > 0. Будем доказывать наше 
утверждение индукцией относительно упорядочения в Д + . Для 
всякого положительного корня у Ф я найдутся такое у' > 0 
и такой индекс і , что у = у' + a t . Следовательно, q (у) = ± 

4 bq (у') q (ос ( ) = ±q (у'). По предположению индукции, q (у') = 

4=1 и, значит, q (у) = 4=1. Отсюда вытекает, что q ( — у) = 

= q (у) (ибо q (у) q (—у) = 1). Поэтому, в силу (5.4.1), а С h n . Q 

Автоморфизм а из (5.4.2) мы будем обозначать через р (S) 
и называть нормальным автоморфизмом , соответствующим авто¬ 
морфизму 5. 

(5.4.3) Отображение Aut (я) Э 5 |—►- р (5) С N n является изо¬ 
морфизмом. 

Доказательство. Пусть S w Т принадлежит Aut (я). Так как 
Та { £ я, то р (S) р (Т) Е а[ = р (5) Е Та . = E STa . = р (ST) Е а .. 
Следовательно, р (5) р ( Т ) — р ( ST ). Q 

Далее нам понадобится следующий результат: 

Ad (д) П Aut (и) = Ad (и), 

доказательство которого будет дано в гл. 6 (см. (6.4.3)). Из этого 
результата и (5.4.£) получаем 

Aut (it)/Ad (и) = N n /№ u == Aut (A)/Ad (Д), 


где 

= Ad (u)n^u^Ad (и)П N. 


(5.4.4) Теорема . Справедливы равенства 

Aut (g) = Ad (g) • p (Aut (я))., Ad (g) fl p (Aut (я)) = 1 , 

Aut (u) = Ad (u) • p (Aut (я)), Ad (u) П P (Aut (я)) = 1 . 


Доказательство. Имеем Aut (g) = Ad (g)-Af, Ad (g) f| N — № 
и /: N -> Aut (A) = Ad (A)-Aut (я). Так как f (№) = Aut (A), 
to N = A° p (Aut (я)). Значит, Aut (g) = Ad (g)-p (Aut (я)). 
Из того, что отображение / и : N u -> Aut (А) также сюръективно, 
следует второе равенство. Q 


Вычислим Aut (я) для всех простых алгебр Ли 


Аі 

(І > 2 ) 





ос, 

о- 


Aut (я) == { 1 , 
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D 4 ct 4 >o a s Aut (я)асимметричная группа на {1, 2, 3} 

0_ ^^^^2 

А ^(хо-з «г Aut(n)= {1, (otjOj)} =Z 2 

(/> 5 ) аг0 >^ 0 

Е 6 о 4 Aut (я) = {1, (a^a,,) (а 2 а в )} = Z 2 

“і “г I “s °-е 


Во всех остальных случаях Aut (я) = 1 . 

Упражнение. Доказать, что ker / = exp (ad t). [ Указание . В силу (5.4.1), 

\q{oc)\= 1 для а £ Л. Поэтому при доказательстве утверждения 3) пред¬ 
ложения (5.3.2) можно так выбрать элемент // 0 , чтобы все числа а у (Н 0 ) были 
чисто мнимыми. ] 

5.5. Инверсия * и универсальный центр С (А) 

Пусть Д — некоторая корневая система в Е. Рассмотрим ин¬ 
версию пространства Е относительно сферы радиуса V 2 с центром 
в начале координат, т. е. преобразование 

Ai-»-X* = для 1£Е\\0\. 

Векторы Я и X* одинаково направлены, и ЦЯЦ-ЦЯ* || = 2. Поэтому 
Я** = X. Далее, для любых Я, р £ £"\{0} выполняются равенства 

/ П <**. jg) _ X Р) 

К4 (X* Ъ*) <|Х, р> ’ 

( 2 ) (S X |x)* = S x .|i* 

Доказательство. Равенство (1) устанавливается простым подсче¬ 
том. Чтобы доказать (2), заметим, что S х = X*- Отсюда очевид¬ 
ным образом следует, что инверсия коммутирует с отражением 
— J /2 (сж. рис. 3). □ 

(5.5.1) Пусть А — корневая система в Е и к — {ос ъ ..., a t \ — 
фундаментальная система в А. Тогда 

1 ) А* также является корневой системой (называемой ин¬ 
версной к системе А); 

2 ) л* = {а*, ..., а*} есть фундаментальная система в А*; 

3) матрица Картина системы л* транспонирована к матрице 
Картина системы л. 
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Доказательство. 1 ) Пусть а, |3 £ А, и пусть |5* = са* для некото¬ 
рого с £ R. Тогда 


а — 


2а* 


2са* 


2Р 


57р*у и С = ±1. 

I и (S«P)* = 


(а*, а*) (са*, са*) (Р* 

Далее, 2 <р*, а*)/(а*, а*) = 2 <р, а>/<р, Р> 6 
•S a *P*, в силу соотношений (1) и ( 2 ). 

2 ), 3) Множество {а*, а*), очевидно, линейно-независимо, и 

* _ — 2 («*> «/) _ —2 («о «/) 


<«/> «/) <«/. «,•> с /«- >0 - 


Следовательно, я* является я-системой и фундаментальной систе¬ 
мой в А*. [] 

Поскольку множество я* = {at, ..., а/*} линейно-независимо, 
существуют векторы со ь ..., со, из Е (называемые фундаменталь¬ 
ными весами ), для которых 

((О/, а*) = б tj . 

Так как я*—фундаментальная система в А*, то 

А = (Л £ Е: (X, а*) £ Z для всех a £ А} = Zco, + • • • + Za) b 

так что Л — свободная абелева группа. 

Для а, р £ А имеем (Р, а*) = 2 (Р, а)/(а, а) £ Z и, значит, 
A с Л. Пусть Az — аддитивная группа, порожденная А. Ясно, 
что Az — Z a "-‘ + • ■ • + сі Л. Так как множество {a lt ..., a;} 

линейно-независимо, то Az — подгруппа конечного индекса в Л. 
Положим 

Л х = Л£ = {£££: <£, >.)€Z для всех 

— Zot* —... — J— Za* , 

А 1 = Г = <1, a)£Z для всех а£А} 

== Ze t —|— • - - —}— Z в/, 

где (а ь Бу) = б ц. Из этих определений сразу следует, что Л х — 
подгруппа в Г. 
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(5.5.2) Л/Д 2 ^Г./А Х . 

Доказательство. Обозначим через Т аддитивную группу R/Z. 
Пусть А и В — аддитивно записываемые абелевы группы. Если 
существует такое биаддитивное отображение <р: ЛхВ->-Т, что 
из условия ф (а, х) — 0 для всех х £ В следует, что а = 0, а из 
условия ф (у, Ь) = 0 для всех у £ А следует, что b = 0, то мы 
говорим, что А и В образуют ортогональную пару; если /1 и В 
образуют ортогональную пару и группа А к тому же конечна, 
то A si В (см. [Понтрягин ]). 

Для любых к £ Л и у £ Г положим 

к-у = (к, Y>rnodZG"IT. 

Если к = к' mod Az и у = у' mod Л х , то 

(к, у) - (к\ у') = (к — к', у) + {к', у - у') = 0 mod Z. 


Мы имеем, таким образом, корректно определенное биаддитивное 
отображение 

Ф : JA/Az хГ/Л х Э(А, + Д 2 , у + Л х ) \^к-у£ J. 

Непосредственный подсчет показывает, что группы A/Az и Г/Л х 
образуют ортогональную пару относительно ср. П 
Определение. Конечную группу Л /Az = Г/Л х мы будем обозна¬ 
чать через С (А) и называть универсальным центром системы А. 

Так как (а,-, а*) = 2 (а*, а/) = — c ih то 

і 

«/•= — Дс,уЮ/ (1=1,...,/). 

Как известно, существуют целочисленные /X/-матрицы а и ft, 
для которых det а = ± 1 , det 6 = ± 1 ий (— с і; ) b есть диагональ¬ 
ная матрица [е 1( ..., е, ], где все в/ — натуральные числа, причем е, 
делится на е і+1 при / = 1, ..., / — 1. Набор из / чисел (е ъ ..., e t ) 
однозначно определяется матрицей — (с и ) и называется ее ин¬ 
вариантом Смита. Строение группы Л /Az = С (А) описывается 
формулой С (А) = Z e X • • • X Z ei , где Z e — циклическая группа 
порядка е. 

(5.5.3) Пусть (е ъ ..., с ; ) — инвариант Смита матрицы Кар- 
тана — (Сц) системы я. Тогда 

С( А) = Z, x X...xZ e( . 

Выразим теперь со х , ..., со, через а х , ..., а,. Предположим, что 
со, = d n а х + ... + d il d l . 
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Так как (со ь а *> = 6* 7 и (а І9 а*) = —c ih то 
/ / 

(о),-, а/) = Г ^ <«л, а/) = Г (—<*/) = в*/. . 

Ь=1 /е=1 

Следовательно, матрица d — (d ij ) является обратной к матрице 
Картана с = — (с іу ). 

(5.5.4) со,- = Ч-Ь d a a h 

где (d if ) — матрица , обратная к матрице Картана — (c Li ). 

Ниже для каждой неразложимой системы я выписаны: ее ма¬ 
трица Картана с (я), определитель этой матрицы det с (я) и обрат¬ 
ная матрица d (я) = с (я)" 1 . Матрицу с (я) можно вычислить по 
диаграмме Дынкина. 










5.5. Инверсия * и универсальный'центр С (Д) 153 


Например, для / = 5 




Матрица с (С г ) транспонирована к с (B t ), а значит d (С г ) транс¬ 
понирована к d ( Ві ). 










g 2 


С *1 <*2 

o< о 


det c (G 2 ) = 1 
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ес 4 


ос 


3 



det с (Е е ) = 3 



-1 0 0 0 о\ 

2-1 О О 0 \ 

-1 2 - 1-1 О 

0-1 2 0 0 

0-1 О 2 -1 / 

0 0 0 -1 2 / 






'4 5 6 

5 10 12 
6 12 18 

3 6 9 

4 8 12 

2 4 6 


3 4 2 \ 

6 8 4 \ 

9 12 6 

6 6 3 

6 10 5 / 

3 5 4 / 


Е, 


о- 

«і 


0-2 



<х 4 а 6 


о 

«■7 


det с (£ 7 ) = 2 



^ 7 ) =4" 


3 

4 

5 

6 

3 

4 
2 


4 5 6 3 4 2 

8 10 12 6 8 4 

10 15 18 9 12 6 

12 18 24 12 16 8 

6 9 12 7 8 4 

8 12 16 8 12 6 

4 6 8 4 6 ,; 4 


\ 

/ 
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<*б 


«3 


ос 4 

а 5 

”<*7 


0 

0 

0 

0 

0 

2 

-1 

0 

0 

0 

0 

-1 

2 

-1 

0 

0 

0 

0 

-1 

г 

-1 

0 

0 

0 

0 

-і 

2 


-1 

0 

0 

0 

-1 

2 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

-1 

3 

4 

5 

6 

3 

4 

6 

8 

10 

12 

6 

8 

8 

12 

15 

18 

9 

12 

10 

15 

20 

24 

12 

16 

12 

18 

24 

30 

15 

20 

6 

9 

12 

15 

8 

10 

8 

12 

16 

20 

10 

14 

4 

6 

8 

10 

5 

7 


-о detc(£ 8 ) = l 
ос 8 



Замечание. Пусть g — полупростая алгебра Ли над С, § — 
ее подалгебра Картана и А — корневая система алгебры g от¬ 
носительно д. Как мы увидим далее, A — это совокупность весов 
всех представлений алгебры д, а С(Д) — центр универсальной 
накрывающей группы над Ad (g). 

Упражнение 1. s Cj, а для всех остальных неразложимых си¬ 

стем я мы имеем я s я*. 

Упражнение 2. Порядок группы С (А) равен det с (я). 


5.6. Аффинная группа Af (Д) 

и аффинная группа Вейля Afd(A) 

Мы знаем, что алгебра g является простой тогда и только тогда, 
когда система Д неразложима (см. (2.4.7) и упр. 3 § 2.4). Учиты¬ 
вая это, в оставшейся части глав будем предполагать , что Д не¬ 
разложима. 

Для любых а £ Д и k £ Z обозначим через P aik гипер¬ 
плоскость в £, определенную линейным уравнением 

(a, 
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Рис. 4. 1^4 

и примем обозначение S a , k для отражения пространства Е относи¬ 
тельно P a ,k- В наших предыдущих обозначениях, Р а ,о = Р а 
и 5 а ,о = S a . 

Напомним, что S a задается формулой 

(1) S a l == I — <£, а*) а, где а* = 2а/(а, а). 

Чтобы найти аналогичную формулу для 5 а , *, возьмем точку 

Л £ Р a, ki для которой От] _|_ Р а , k (рис. 4). Тогда г) = са при 
некотором с £ R и (а, т]> = Следовательно, с = &/(а, a). 
Очевидно, 

-~- > —* 9А 

(Sa?) (S a , ti) = 20т) = a = ka*\ 
поэтому 

(2) S a , k t = S a l + ka*. 

Для Я £ £ обозначим через Т (к) преобразование переноса на 
Я в £: Г (X) I = I + к при I £ Е. Для произвольной аддитивной 
подгруппы D в Е положим Т (D) — {Т (Я): Я £ D\. Ясно, что 
Т ( Е ) — это нормальная подгруппа группы эвклидовых движений 
пространства Е, которую можно записать в виде полупрямого 
произведения О (Е) Т (Е) = Т (Е) О (Е). В этих обозначениях 
формула (2) принимает следующий вид: 

(2') S a , k = T(ka*)oS a . 

Далее мы используем обозначения предыдущего параграфа. 
Пусть S £ Aut (А) и у £ Г = Д х . Так как 5Д = Д, то Sy £ Г 
и, кроме того, 

(3) ST (у) S- 1 = Т (Sy). 

Следовательно, Aut (Д) нормализует Т (Г) и 

Af (Д) = Aut (Д)-Г (Г) = Т (Г) -Aut (Д) 
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есть группа эвклидовых движений пространства Е. Будем назы- 
вать Af (А) аффинной группой системы А. Очевидно, Aut (А) (| 
п т (Г) = 1 , так что написанное выше произведение является 
полупрямым, 

(5.6.1) Орбита (Af (Д)) £ любого элемента £ £ Е локально-ко¬ 
нечна. 

Доказательство. Множество 

(Af (Д))!= U Т (Г ) SI = U {5І4-ГѴ€Г( 

5 € Aut (Д) s6Aut(A) 

есть конечное объединение локально-конечных подмножеств про¬ 
странства Е. О 

Из формулы ( 2 ') следует, что S a ,k € Т (A x )-Ad (А) с Af (А) 

Определение. Подгруппа в Af (А), порожденная множеством 
|5 a , ft : а £ A, k £ Z}, называется аффинной группой Вейля 
системы А и обозначается Afd (А). 

(5.6.2) Afd (А) = Т (Л х ) • Ad (А). 

Доказательство. Так как Ad (А) Л = Л, то Ad (А) Л х = Л х 
и потому для любых 5 £ Ad (А), б £ Л 1 [] 

ST ( б) S - 1 = T (56) G Т(Л Х ). 

Следовательно, Т (A x )-Ad (А) — группа. 

Ввиду (2'), Afd (А) с Т (Л 1 ) -Ad (А). С другой стороны, из 
соотношений S a , k = Т (ka*)oS a и 5 а ,*, S a С Afd (А) следует, 
что Т (/га*) £ Afd (А). Поэтому Т (Л х ) с Afd (А). Q 

Обозначим через і? совокупность всех гиперплоскостей Р а , * 
(а 6 А, k С Z). Пусть I £ P a , k , у £ Г и 5 £ Aut (А). 

Тогда 

(S| -{- у, Sa) = (SI, Sa) -f (у, Sa > = (1, a) -f (y, 5a) = 

- k + (у, Sa> £ Z 

и потому 

(4) (T (у) О S) Р а , k = Psa, (k + (y, Sa))- 

Следовательно, множество & инвариантно относительно Af (A). 
Далее, из формулы (4) следует, что 

(Г (у) о S) S a , k (Г (у) О 5) _1 = Ssa, (fc + (v, Sa))- 
Таким образом, мы получили следующий результат: 

(5.6.3) Afd (А) — нормальная подгруппа в Af (А). 

Объединение U a g A k^z^a k инвариантно относительно Af (A), 
и потому тем же свойством обладает его дополнение £\ (J Р в , 
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Определение . Связные компоненты множества £\ U Pa,k назы¬ 
ваются клетками. Совокупность всех клеток обозначается через Q. 

Пусть г| £ Е и В г — открытый шар радиуса г > 0 с центром 
в т]. Тогда для ос £ Д, I £ В г величина (ос, £) ограничена. По¬ 
этому существует лишь конечное число гиперплоскостей вида P a ,k> 
имеющих непустое пересечение с В г . Значит, множество В г 
\ U Pa,t k открыто и плотно в В, . Отсюда следует такой результат: 

(5.6.4) Множество Е \ U a g A k^z^a k открыто и плотно в Е . 
Пусть С £ (£ и U С Af (А). Тогда UC — связная компонента 

множества Е \ |J Лх, ь т. е. СС— клетка. Следовательно, 
Af (А) действует как группа преобразований на множестве К. 

Пусть Д + обозначает множество положительных корней из А 
(относительно некоторого фиксированного упорядочения в Е). 
Положим 

С 0 = {I £ £: 0 < (а, £) < 1 для всех ос £ Д + }. 

Ясно, что С о — непустое открытое выпуклое подмножество в 
в Е \ U Так как С 0 связно, то найдется клетка С, для ко¬ 

торой С 0 с С. Если С 0 * 7 *” С, то существуют такие х\ £ С и a £ А, 
что (а, л) < 0 или (а, т)> > 1 . Выберем произвольно £ £ С 0 . 
Пусть ф (/), Ос f <1, — какая-нибудь непрерывная кривая в С, 
соединяющая £ с г\ (ф (0) = т], ф ( 1 ) = £). Тогда (ос, ф (£)) прини¬ 
мает значение 0 или 1 при некотором / 0 , 0 < t 0 < 1, — противоре¬ 
чие. Значит, С 0 — клетка. Мы будем называть С 0 фундаментальной 
клеткой . 

Обозначим старший (по отношению к выбранному упорядоче¬ 
нию) корень через —ос 0 = т х а х + ... + m t щ. Ясно, что —ос 0 есть 
старший вес присоединенного представления алгебры д, которое 
неприводимо, либо g проста. С другой стороны, как мы увидим 
в (7.2.1), всякий вес % неприводимого представления записывается 
в виде 

^ —- (^і а і + .•• + ki<Xi) 

при некоторых целых неотрицательных k jy где Х 0 — старший ве с 
представления. Так как каждый корень a у - является весом при¬ 
соединенного представления и имеет вид а,- = (—сс 0 ) — ( k г а х + 
... + &/ 0 &/), то /П/ > 0. Кроме того, для любого положительного 
корня р = п г а г + ... + n t ai выполняются неравенства 0 < п, < 
< mj при /== 1 , 2 , ..., /. 

(5.6.5) Пусть А — неразложимая корневая система , я — фунда¬ 
ментальная система в А и —ос 0 — старший корень. Тогда 

— а 0 = т х а г + ... + m t a h т } > 0 , 

и для любого Р = п х ос х + ... + Я/ОС/ £ А + справедливы неравенства 

0 < Hj < mj (/ = 1 , ..., 1). 
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В частности, а 0 определяется множеством л (а не упорядоче¬ 
нием). 

Из (5.6.5) следует, что £ £ С 0 тогда и только тогда, когда 
0 <<а„ ?>. t= 1 ./, и <-Оо,' 6 >< 1 . 

Следовательно, С 0 является открытым симплексом, ограниченным 
/ + 1 гиперплоскостями Ра г 0 , •••, Лх,, 0 И Р_„ о> ь 

Для удобства в оставшейся части главы мы примем обозначе¬ 
ния: 

P<x L , 0 = Р Ь •••) Лх,. 0 = Л. Р~ а 0 - 1 ~ Роу 

Sa lt о — • • •> *5а ; , о = Si, S- о 5 о , х = So. 

(5.6.6) 1) Множество |S 0 , S b ..., S t \ порождает Afd (А). 

2) Группа Afd (А) действует транзитивно на множестве 
б всех клеток. 

Доказательство. Пусть С — клетка. Выберем произвольно Я £ Со 
и ѵ £ С. Пусть R — подгруппа в Afd (А), порожденная множест¬ 
вом |S 0 , S 1( ..., S ; }. В силу (5.6.1), множество Rv локально-ко¬ 
нечно. Следовательно, найдется элемент р С Сѵ, где U £ R, для 
которого I Я — р I с И Я — Ѵр I при всех V £ R. Допустим, что 
р Ф С 0 . Тогда можно найти граничную гиперплоскость Р ; (/ = 0, 
1, ..., I) клетки С 0 , по отношению к которой Я и р лежат в разных 
полупространствах (рис. 5). Рассуждая, как при доказательстве 
(5.2.3), получаем, что ||S/p — Я|| < ||р — Я||, — противоречие. 
Таким образом, р С. С 0 и L/C = С 0 . Это означает, что R действует 
транзитивно на б. 

Пусть а £ А и k Cl Z. Тогда гиперплоскость’’ P a>k ограничи¬ 
вает некоторую клетку С. Выберем преобразование U £ R, для 
которого UC = С 0 . Тогда UP a , k совпадает с некоторой гранич¬ 
ной гиперплоскостью P t клетки С 0 . Следовательно, US ayk U~ l 
совпадает с S f и S ; - = US a ,k U' 1 € R- Значит, S ayk = U~ 1 S j U C. 

€ r . a 

(5.6.7) Для любого ц (z E найдется такое преобразование 
U d Afd (А), что Ur\ £ С 0 , где С 0 — замыкание клетки С 0 : 

Со = { 1 €£: 0 < (ct[, І), t=l, ..., I, и—(«о, 6 >< 1 ). 
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Доказательство. Пусть г 0 — диаметр клетки С 0 . Так как Afd (Д) 
действует транзитивно на 6 , то всякая клетка С из К также имеет 
диаметр г 0 . Обозначим через т' множество всех клеток С, пересе¬ 
кающихся с открытым единичным шаром В х с центром т). Ясно, что 
каждая клетка из т' содержится в шаре В і +Го радиуса 1 + г 0 
с центром т). Поскольку объем этого шара конечен, т' содержит 
лишь конечное множество клеток. Пусть, скажем, т' = {С ь ..., 
С*}. Тогда г] £ d CjU 1)СС Следовательно, найдется такой 
номер /, что Су Э Т Т Так как существует преобразование U С 
£ Afd (А), для которого UC } = С 0 , то £/г| £ UCj = С 0 . □ 

Упражнение 1. Найти вершины фундаментальной клетки С 0 как симплекса. 
Упражнение 2. Если система А разложима, то множество 
С 0 = {g £ Е: 0 < (a, g) < 1 для всех а £ Д + } 
является прямым произведением симплексов, но множество 
CJ = {6 6 Е: 0 <<а„ |), - (а 0 , І> < 1} 
неограниченно. 


5.7. Группа F(rc) и расширенная диаграмма Дынкина 


Мы предполагаем, что система корней А неразложима, и сохра¬ 
няем обозначения предыдущего параграфа. 

Рассмотрим подгруппу F (я) группы Af (А), задаваемую форму¬ 
лой 

F(n)=\U £ Af (А): СС 0 = С 0 }. 

Так как { Р 0 , Р ІУ ..., P t \ —совокупность всех граничных гипер¬ 
плоскостей клетки С 0 , то для любого U £ F мы имеем 

UP j :== Рп (/)» 

где я — некоторая перестановка множества {0, 1, ..., /}. По¬ 
ложим 

t/g = Sg + Y, 5 6 Aut(A), у € Г. 


В силу формулы (4) § 5.6, f /Ра,* — P S a, (Л + (ѵ, 5 а)). Следо- 
вательно, 


( 1 ) 


I Say = +а л (у) для / = 0, 1, . . ., £, 
\ (Sa y , у) = 0, если ]Ф 0, п(])фО. 


При исследовании преобразования і/ разберем отдельно два слу¬ 
чая. 

(і) я (0) = 0. Ввиду (1), (Sa y , у) = 0 при / — 1, 2, ..., /. 
Так как {Sa x , ..., Sa/j — базис в £, то у '= 0. Поэтому для лю¬ 
бого g £ С 0 мы имеем (Say, Sg) = (a y , g) > 0; поскольку 

6 м. Гото, Ф. Гроссханс 
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51 = U% 6 С 0 , получаем Sa,- > 0. Таким образом, 5a, = а ж/, 
при j = 1, .... /. В этом случае і/ = 5 £ Aut (я). 

(іі) я (0) = k ф 0. Положим я -1 (0) = h Ф 0. Так как (Sa jt 
V) = 0 , І = 1 » 2 , •••, U то (а,-, у) = 0 при і = 1 , 2 , ... 

...,£, ..., Z и потому у = се ь с С Z, где <e /f а у ) = 6 /у . Допу¬ 
стим, что с — 0, т. е. у = 0. Тогда U = S £ Aut (А), а по¬ 
скольку S сохраняет фундаментальную камеру Вейля W 0y задан¬ 

ную неравенством (а у -, £) > 0 при / = 1, ..., /, то S С Aut (я). 
Поэтому Sa 0 = S (— т х а х — ... — m /а/) = — тіа Я (і> — ... — 

— тіа п (/) ■= а 0 , и мы снова имеем случай (і). Следовательно, 
с =т^ 0. Для / — 1, 2, ..., Я, ..., / и I С С 0 получаем 

<Sa y , [Л-> = (Sa y , S£> -f (Sa y , у>-= (a y , g) ± (а я (/) , се*) 

= «*/, ?>>о. 


Поскольку С С*о> то Sa y не может совпадать с —а я(у) . Таким 
образом, 

Soc / = л (/) > / ^ 0 » / ^ ^ • 

Далее, допустим, что 5а 0 = —а*. Тогда для любого £ С С 0 

(а*, = — (^a 0 , SE) -f (а-*, у) = —( а о> ?) 4“ С 

где 0 < (a*, ІД) < 1 и 0 < —<а 0 , |> < 1. Но это невозможно, 
так как с — ненулевое целое число. Итак, Sa 0 = a*. 

Из равенства —ос 0 = т г а г + ... + m t ai следует теперь, что 
~a k = miSaj. + ... + m/Sot/, т. е. 

—m h Sa h = U m /«я (/) + «*• 

Так как правая часть положительна, то Sa* = a 0 и 
m h ( пг і а і + • • • + т і а і) = L . «„(/)+ a*. 

/=1 :.:;y 

Сравнивая коэффициенты при a*, получаем m / 2 m* = 1, т. e. 

m h = m k = 1 . 

Из равенства Sa 0 = a* вытекает, что 
(a k , VI) = <a 0 , 1> +c при l £ C„. 

Поскольку 0 < ( a k , i/1) <1, — 1 < <a 0 , 1> < 0, единственное 
возможное значение с есть 1 и, значит, у = е*. 

Определение. Система я = {<х 0 , а ІУ ..., a t \ называется расширен¬ 
ной фундаментальной системой (содержащей я). Диаграмма, 
соответствующая я (она определяется аналогично диаграмме си¬ 
стемы я), называется расширенной диаграммой Дынкина. 




5.7. Группа F (л) и расширенная диаграмма Дынкина 163 


Пример. Ар. я = |а ь ..., a t \. Старший корень равен —а 0 = 
= а ! + ••• + а/. Все корни имеют одинаковую длину, и можно 
считать, что ||ос у -|| = 1 при / = 0, 1, Тогда 

—2 <а 0> а х > = —2 <а 0 , а 7 > = 1 и (а 0 , а,) = О, 

j = 2 , /- 1 * 

Диаграмма системы ft такова: 



Теперь рассмотрим группу автоморфизмов системы ft: 

Aut (ft) = {S С О ( Е ): Sft = ft}. 

Из равенств (Sa y , Sa y )/(Sa y , Sa y ) = (a t -, a y )/(a y , a y ) (/ = 1, ... 
..., /) следует, что Sn является я-системой и фундаментальной си¬ 
стемой в А. Следовательно, в силу (5.2.3), 3), существует преобра¬ 
зование 5' С Ad (А), такое что 5я = S'n. Поэтому S ,_1 S С 
£ Aut (я) cz Aut (А) и S £ Aut (А). Итак, мы показали, что 
Aut (ft) с Aut (А). 

Если S С Aut (я), то Sa 0 = a 0 и S С Aut (ft). Таким образом, 
Aut (я) cz Aut (ft). 

Зафиксируем полученные выше результаты в виде следующего 
предложения: 

(5.7.1) Для любого U = Т (у) о S £ F (я) имеем S £ Aut (ft). 

Если S Ф Aut (я) a Sa 0 = a k (k Ф 0), S _1 a 0 = a hl mo m k = m h =; 

= 1 , где —a 0 = + ... + m/a/. 

(5.7.2) Отображение F (я) Э t/ = T (у) о S (у С Г, 
S £ Aut (А)) S C Aut (ft) является изоморфизмом группы F (я) 
на Aut (ft). 

Доказательство, (а) Предположим, что Т = Т (рі&х + ... + /?/В/) 

С Z 7 (я), где ..., /?/ С Z. Тогда для £ С С 0 

<«/, ТІ) = (а у , £) + р/, / = 1, . . ., /. 

Поскольку (а у , £> и (а у , Т|) принадлежат открытому интервалу 
(0, 1), из этого равенства следует, что р у == 0. Следовательно, 
ядро нашего гомоморфизма тривиально. 

(Ь) Докажем, что для каждого преобразования S С Aut (ft) 
найдется такой элемент у С Г, что Т (у) о S С Е (я). Если 
S С Aut (я), то S £ F ( я ) и сделанное утверждение очевидно. 
6 * 
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Допустим, что Sa 0 = a k (k Ф 0) и Sa h = а 0 . Положим [У = 
= Т (е*) о S. I £ С 0 имеем 

<S«/, [У£> - <Sa y , S£> + <Sa /f e*> - <a y , £> > 0 (/ > 1, ІФ ft). 
<Sa 0 , Ul) = <Sa 0 , S£> + <а ь e*> = <a 0 , E> + 1 > 0, 

(cc 0 , Ul) = (5а Л , [/£) = <а Л , £> + <a 0 , e A ) = 

= <а л , t)-m k = (* h , l)-\ >-l. 
Следовательно, [У£ С Со» t. e. [/ ( F (я). Q 
(5.7.3) Af (A) = Afd (A) F (я). 

Доказательство. Пусть U C Af (А). Положим UC 0 = С. Найдется 
преобразование V C Afd (А), для которого VC = C 0 . Следова¬ 
тельно, VUC 0 = C 0 , t . e. VU C F (n) и U C Afd (A) F (я). Q 

Упражнение. Для всякой неразложимой системы л расширенная диаграмма 
Дынкина связна. 

5.8. Доказательство равенства F (я) f| Afd (А) = 1 

Мы сохраняем обозначения предыдущих параграфов. 

Пусть С и С' принадлежат т и Р С &• Если С и С' лежат по 
одну сторону от Р, то мы будем писать С ~ С mod Р; в противном 
случае пишем С ф С mod Р. Пусть £ £ С и £ С% Ясно, что 
С ~ С' mod Р тогда и только тогда, когда отрезок Ц' не пересе¬ 
кается с Р. Положим X (С, С') = \Р С С пи С mod Р). По¬ 
скольку отрезок II' может пересекаться лишь с конечным числом 

элементов множества Ф, X (С, С) — конечное множество. Оче¬ 
видно, X (С, С) = X (С', С) и 

их (С, С) = X ( UC , UC) для U с Afd (А). 

Положим X ( U ) = X ( UC QJ С 0 ), где С 0 — фундаментальная клетка, 
и обозначим через р ((У) мощность множества X (U): р (U) — 
= card А, ((У). Тогда р является функцией на группе Afd (А) со 
значениями в Z. Из определения сразу следует, что 

40-0, (і = °. ьо 

(сж. рис. 6 ), 

( 1 ) X(U-') = U~ 1 XU 

и 

р(1) = 0, p(S,) = 1, />(С) = piU- 1 ). 

(5.8.1) Для (У £ Afd (А) и і — 0, 1, ..., I 
S l (K(U)\\P t \) = K(S l U)\\P l \. 
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с 


Рис. 


6 . 


Доказательство. Пусть Р принадлежит К (U~ 1 ) \ Тогда 

Р 6 Ч^" 1 ) = U- lf k(U) (в силу ( 1 )) и UP 6 X (£/), т. е. С 0 
* UC 0 mod UP. Далее, поскольку Р Ф Р ІУ то S t P Ф S L P { = P t . 

Докажем, что S L P С К (SfU -1 ). Из формулы (1) и равенства 
S] = 1 вытекает, что (5,Т/ _1 ) = S i U~ 1 ^ (USi). Следовательно, 
достаточно показать, что UP С ^ Предположим, что это 

неверно. Тогда С 0 ~ t/S^Co mod UP и, значит, £/С 0 ^ US t C 0 
mod t/P, откуда следует, что С 0 0(1 S^Cq mod Я, т. е. 
Р О (5J, а это означает, что Р = P t . Мы пришли к противоре¬ 
чию. Таким образом, 

S^kOJ-^WPMczX&U-^WPA. 

Заменяя здесь U на находим, что 

Умножая на S t -, получаем 

xis^wp^^s^xiu-^wp,}). □ 


(5.8.2) Пусть U — элемент группы Afd (А). Тогда Р ( принадле¬ 
жит в точности одному из множеств X (С -1 ) и X (S, U ~ х ); при этом 


I р (U) — 1, если P t £ X (U 1 ), 

| p(U)-\- 1, если Pf £ HSiU' 1 ). 


Доказательство, (а) Допустим, что Р, £ X (U~ l ) П X(S i U~ 1 ). 
Тогда U~ 1 C 0 ф С 0 mod Р, и, значит, С 0 ф UC 0 mod СР г . Точно 
также S l U~ 1 C 0 ф С 0 mod P h и потому С 0 Ф US{C 0 mod UP t . 
Следовательно, UC 0 ~ CS ( C 0 mod £/Р ; , т. e. C 0 ~ S,Co mod P it 
— противоречие. 

(b) Если P, <£ X (U- 1 ) U X ( S[U - 1 ), to C 0 - C' 1 ^, S^CC» ~ 
~ C 0 mod P, и , рассуждая аналогично предыдущему, легко прийти 
к противоречию. 

(c) Если Р ( <£ X (Sj-t/ -1 ) и Р, £ X (С -1 ), то, в силу (5.8.1), 
р (S. C- 1 ) = card (Я, (5,-С- 1 ) \ \Р,\) = card (Л, (С -1 ) \ {Р,}) - 

Второй случай разбирается аналогично. Q 

Определим теперь некоторую функцию q : Afd (A) Z. Для 
тождественного преобразования 1 положим q (1) = 0. Пусть 
U £ Afd (А) и U Ф 1. Тогда U можно записать в виде произведе- 
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ния Si Si 2 ... Si r , где i u / 2 , ..., i r — 0, 1, ..., /. Минимальное из 
чисел г (по всевозможным представлениям U в таком виде) назы¬ 
вается длиной элемента U и обозначается q (U)\ разложение 
U = Si ... S* r , где г = q (U), называется приведенным выраже¬ 
нием для U. 

Очевидно, что q (S £ ) = 1. 

(5.8.3) q(U) > р ( U ) для любого U £ Afd (А). 

Доказательство. Пусть U = Si ... S; r — приведенное выраже¬ 
ние для U. Тогда р ( Si J = 1 и, согласно (5.8.2), р (Si„ Si 2 ) 
< р (S^ + 1 < 2, ..., так что /7 (U) < г. Q 

(5.8.4) Если Afd (А) Э U Ф 1, то р (U) > 1. 

Доказательство. Пусть U = Si ... Si r — приведенное выраже¬ 
ние для U. Положим и г = U = S* S* a ... S lr , t/ 2 = S* 2 ... S; r , 

..., U r = St (все это — приведенные выражения). Допустим, что 

Я (t/) = 0. Тогда, в силу (5.8.2), P tl £ A, (S^l/) и, в силу (5.8.1), 
Si, (I (U) \ {Рі,\) = I (S/ t U) \ I Рі,1 поэтому I ( Si,U ) = 
= {PtJ, т. е. X (і/ 2 ) = {Ріі\- Докажем индукцией по k утвержде¬ 
ние 

<А») мад-і V, s <. ('’<.)• Ѵ. (Р'.) . 

V,l. 

k — 2, ...,/-. Предположим, что утверждение (А*) справедливо. 
Если Pi k <£ X (U k ), то, ввиду (5.8.2), Pt k £ X (5 i k U k ) = X (t/fe+i) 
и, согласно (5.8.1), 

Л (иш у \ { Pi k ) = s ik (X (U„)) \ [Pi k } = Si k X (U k ), 

так что X (Uk+i) = Si k X(U k ) U {/%}. Отсюда следует, что спра¬ 
ведливо (А*, +1 ). Таким образом, осталось рассмотреть случай 
Pi k 6 'Х (U k ). 

Допустим, что Pi (j X ([/*). Согласно (А*), найдется номер 
т, 2 < т <■ k — 1, для которого 
Pi„ = S ib ... Si (Pi ), 

откуда вытекает, что (S,^ . . • S, m ) = 

T - e - • • • s ‘k-r = • • • s ‘*_i S V Следовательно, 

••• s w)(4. ••• Ч)(Ч„ ••• Ч) 

при m > 2. 

1 s « 2 • • • ѴА + і • • • Ч п р и т = 2 - 
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В обоих случаях мы получаем противоречие с условием q (U) = г. 
Это завершает доказательство утверждения (А*) для k = 2 , г. 
Из ( А г ) следует, что 

МУ,)-МЧ) = !Ч-, ■ . 'V.l- 

С другой стороны, X = [Рі }. Значит, Рі совпадает с одной 
из гиперплоскостей Si r "... S/ m (P/ m t ). Рассуждая аналогично 
тому, как это было сделано выше, приходим к противоречию. Q 

(5.8.5) Теорема. 1) Afd (А) П Р (я) = 1 , так что произведение 
Af (А) = Afd (A )Р (я) — полупрямое. 

2) Afd (А) действует просто транзитивно на 6 . 

Доказательство. 1) Если UC 0 = С 0 для U £ Afd (А), то р ( U ) = О 
и, в силу (5.8.4), U — 1. 

2 ) Если UC 0 =U'C 0 , где U, U' £ Afd (А), то U^U' 
£ Afd (А) П F (я) = 1 и U = U'. О 

(5.8.6) Для любого U £ Afd (А) 

1) если U Ф 1, то существует номер і, такой что Р, £ К (ЧУ); 

2) p(U)=q(U). 

Доказательство. 1) Пусть £ £ С„. Если Р, <£ X (U) для всех 
г = 0 , 1 , .... /, то отрезок £ (£/£) не пересекает ни одной из гипер¬ 
плоскостей Р,. Следовательно, £/£ £ С 0 и, значит, (УС 0 = С 0 . 
Поэтому U = 1. 

2) Применим индукцию по /; (£/). Если р (U) = 0, то (У = 1 и 
<7(^) = 0 . 

Предположим теперь, что р (U) = k > 0. Ввиду 1), Я (£/ -1 ) Э Рі 
для некоторого номера і. Положим V — USi. Тогда, согласно 
( 5 . 8 . 2 ), р (V) = k — 1, откуда, в силу предположения индукции, 
q (V) = k — 1. Пусть V = Sj ... S lk — приведенное выраже¬ 
ние для V. Тогда U = 5,^ ... Sj k і 5,- и q ( U ) < k = p ( U ). Учи¬ 
тывая (5.8.3), заключаем, что p ( U) = q ( U). 0 
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Обозначим через <р гомоморфизм 
Af (А) Э Т (у) о S >—*■ S £ Aut (А). 

Тогда ф- 1 (Ad (А)) = Т (Г) Ad (А) и 

ф- 1 (Ad (A))/Afd (А) = Т (Г) Ad (А )/Т (Л- 1 -) Ad (А) 
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С другой стороны, Af (Д) = Afd (A)-F (я) есть разложение в по¬ 
лупрямое произведение и 

ср - 1 (Ad (А)) = Afd (A).(F (я) П ф " 1 (Ad (А))). 

Поэтому 

С(А)а^(я) П Ф” 1 (Ad (А)). 

Так как, в силу (5.7.2), отображение ф взаимно-однозначно на 
F (я), то 

F(n) П Ф -1 ( Ad (А)) ^ ф (F (я)) П Ad (А) = Aut (ft) П Ad (А). 
Следовательно, 

С (А) Aut (ft) П Ad ( А). 

Для краткости примем обозначение 
С (я) = Aut (я) П Ad (А) = С (А). 

Так как разложение Aut (А) = Ad (A)-Aut (я) полупрямое и 
Aut (я) id Aut (я), то мы имеем следующий результат: 

(5.9.1) С (я) — нормальная подгруппа в Aut (я) и 

Aut (ft) = С (я)- Aut (я), С (я) П Aut (я) = 1 , 

— полупрямое произведение. 

Как мы видели в § 5.5, структуру группы С (я) s С (А) можно 
вычислить с помощью матрицы Картана. Однако здесь мы будем 
определять структуру С (А), используя (5.9.1). В большинстве 
случаев такой путь проще. 

А, 


ОЦ ОС 2 CCj 

При I = 1 имеем Aut (ft) = С (я) = { 1 , (ос 0 , а х )}. При / > 2 
группа Aut (я), очевидно, порождается перестановками S x = (а 0 , 

а ь ..., a z ) и S 2 = а/ а ) ; имеет порядок I + 1, a S 2 — 

порядок 2 , Aut (я) = { 1 , S 2 j = Z 2 и card Aut (я) = 2 (l + 1). 

Пусть e 0 , e l9 ..., e t — ортонормированный базис пространства 
R /+1 . Мы можем принять, что 

а, = е ( _ х — е і (і = 1 , . . ., /), a 0 =^el — е 0 ; 

Ad (А) отождествляется с группой всех перестановок векторов 
е 0 , е г , ..., e L (преобразования S a . соответствуют транспозициям и 
порождают Ad (А)). Поэтому линейное преобразование, опреде¬ 
ленное условиями 

SeQ = е Se ^ • • •> Sei_ х е /, Sej e^ f 
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принадлежит Ad (А) и индуцирует перестановку Следова¬ 
тельно, Sx £ С (я). Имеем 

С (я) = {1, St, .... Sl)sZ w и Aut (я) = {1, S 2 }. 


В, 

(/> 2 ) 







— а 0 =0Cj + 2(a,-| - ha;) 


Aut (я) = 1, Aut (я) = С (я) = 11, (а 0 , с^)} s Z 2 . 


О/ о-о-о— 

(/ > 3) « 0 ot 1 ou 


ОС, 


о —а 0 = 2 (а х + • • • 4* «'_]) + а і 


Aut (я) = 1, 

Aut (Л)_С(я, = {|, = 




— ос 0 — а, + 2 (a, • • • -J- а /-г) 

+ а / _ 1 + а/ 


Пусть © (£) обозначает симметрическую группу на множестве 
{1, 2, £}. При I = 4 имеем Aut (я) ^ © (4), а Aut (я) ^ © (3). 

Следовательно, порядок группы С (я) равен индексу подгруппы 
©(3) в ©(4), т. е. card С (я) = 4. С другой стороны, единственной 
нормальной подгруппой порядка 4 в ©(4) является группа Клейна, 
изоморфная Z 2 X Z 2 . Итак, С (я) = Z 2 X Z 2 . 

При / > 4 группа Aut (я) порождается подстановками 

S^Ka^ а, 


S 2 = (а м а,), 


порядки которых равны соответственно 4 и 2, а Aut (я) = {1, S 2 } 
и 

Aut (я) = {1, St, Si Si S 2 , S 2 S l = S 1 S 3 2 , S 2 S?= S x Si 

S 2 S 3 == StS 2 }. 

Следовательно, card С (я) = 4. Центр группы Aut (я) совпадает 
с коммутантом и равен {1, S?}. Поскольку группа Aut (я)/С (я) 
абелева, то С (я) 3 Si = (а 0 , аі) (аі-х<хі). [Зафиксировав какой- 
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нибудь ортонормированный базис е І9 ..., e t в R z , мы можем счи¬ 
тать, что 

А = \±e p ±e q : р, q = 1, . . /, p=£q }, 

Ct| = ^2 ^2 :== ^2 ^з» • • •> ^/-1 r== ^/-1 “ ^/-1 “I - 

—a 0 = + e 2 . 

Прямым подсчетом устанавливается, что отражение Se p -e q меняет 
местами е р и е я и оставляет на своих местах все прочие е п а 
Se p +e q S fp -e q умножает е р и е д на — 1 , также оставляя на своих 
местах все прочие е г . Следовательно, с помощью преобразований из 
Ad (А) можно получить любую перестановку векторов \е ІУ ..., e t \ 
и, кроме того, можно умножить любое четное число векторов на — 1 . 

(i) Если 1 нечетно, то отображение 

6 2 1 —^ , в 2 >—^ ^ 2 > 1 —^ £/_ 2 , • • ., I—^ ^2 

принадлежит Ad (А) и индуцирует подстановку S v Следовательно, 
С(я)={1 , S b Si, S?} -'Z*. 

(ii) Если / четно, то отображение 
1 > £/» £ 2 1 £/_• • •> £/ 1 ^ 

принадлежит Ad (А) и соответствует перестановке 

(a„a,) («,«/_,)(“* ••• 

\ a /_2 . • • « 2 / 

Следовательно, группа С (я) порождена элементами Si и S 1 S 2 , 
а значит, 


С (я) ^ Z 2 X Z 2 . 



Очевидно, Aut (я) = ©( 3 ) и Aut (я) ^ © ( 2 ) ^ Z 2 . Следовательно, 
С (я) — единственная нормальная подгруппа порядка 3, и потому 
С (я) = Z 3 . 


Е 7 



—ос 0 = о&2 2 о& 2 “Ь 3 a 3 -f- 40С4 

4" 2а 5 -f~ За 0 ~Ь 2ог 7 
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Aut (л) = 1 и Aut (я) = С (я) = Z 2 - 


о-о-с- 


«0 № 1 а 2 а 3 “-4 “S «7 «в 


6 —а 0 = 2а г + За 2 + 4а 3 

о-О: ' I 5а 4 -f- 6а 5 -j- Зос 3 


+ 4а 7 + 2а 8 


Aut (я) = 1. 

а 1 е££ сс^ сс 0 

Aut (я) = 1. 


-0&0 = 2otj -f- 4а 2 -j- За 3 — j- 2а 4 


G> о ф:— о -с 

<*1 ос 2 а 0 


Aut (ft) = 1. 


—а 0 = За г + 2 а., 



Глава 6 


ЛИНЕЙНЫЕ ГРУППЫ 


В настоящей главе будут в основном рассматриваться замкнутые 
подгруппы в GL (/*, С), называемые в этой книге линейными груп¬ 
пами. Мы считаем, что изучение алгебр Ли, во всяком случае 
в духе этой книги, должно основываться на теории групп Ли или 
алгебраических групп. Однако недостаток места не позволяет 
нам развить достаточно полную теорию таких групп. Здесь мы 
дадим краткий обзор глобальной теории алгебр Ли. 

Мы ограничиваемся линейными группами из-за того, что в этом 
случае можно быстро описать связь между группами и алгебрами 
Ли, не привлекая в больших дозах теорию многообразий или алге¬ 
браическую геометрию. Читатель, знакомый с группами Ли или 
алгебраическими группами, легко сможет перенести излагаемые 
ниже факты на более общий случай. 

Глобальные аспекты разложения Леви, Картана и Ивасавы из 
гл. 3 и 4 излагаются здесь элементарным образом и почти незави¬ 
симо от других источников. Правда, в последнем параграфе главы 
(§ 6.9), где мы даем теорему Г. Вейля о компактных группах Ли, 
используются некоторые результаты общей теории групп Ли. 
Однако читатель, знакомый с содержанием книги [Шевалле], без 
затруднений разберется в материале этого параграфа. 

В данной главе нам понадобятся элементы теории многообра¬ 
зий. «Голоморфный» будет у нас означать «вещественно-аналити¬ 
ческий», а «С-голоморфный» — «комплексно-аналитический». Мы 
не смогли в голоморфном случае найти подходящий термин, соот¬ 
ветствующий термину «диффеоморфный» в С°°- случае, и потому ис¬ 
пользуем слово «биголоморфный». 

6.1. Линейные группы и их алгебры Ли 

Пусть GL (г, С) обозначает группу обратимых матриц в 
в ді (/*, С). Эта группа является связным (см. упр. 3) открытым 
подмножеством в gl (г, С) = С г2 и называется полной линейной 
группой над С. Как мы видели в § 4.4, экспоненциальное отображе¬ 
ние exp: gl (г, С) GL (г, С) обладает следующими свойствами: 
(1) ехр является С-голоморфным отображением и С-биголо- 
морфно отображает некоторую окрестность нуля в gl (г, С) 
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на соответствующую окрестность единичной матрицы 1 = 
\ г в GL (г, С). 

(2) Если [X, Y] = 0, то exp (X + Y) = expX-exp Y. 

(3) Для любого X £ ді (г, С) отображение R 3 ^ ь—> ехр (XX) 
есть ( гладкая ) однопараметрическая подгруппа в GL (г, С), 
и , обратно , всякая однопараметрическая подгруппа в GL (г, 
С) может быть получена таким образом. 

Добавим к этому еще несколько формул: для X, Y £ ді (г, С) 

(4) lim (ехр-^--ехр-М т = ехр(Х -f У), 

(5) Нт (exp^-exp^-exp^^-exp-^-)'" = ехр[Х, У|, 

(6) exp X Y -exp (—X) = exp (ad Х)У 

Доказательство. В силу (1), для достаточно малого е > 0 найдутся 
такие элементы / ь / 2 , £ ді (г, С), что ряд 

f ft) — /А + / 2 + ... 

сходится при |Х| <е и 

ехр (XX)-ехр (ХУ) = exp / (X). 

Сравнивая тейлоровские разложения 

ОО 00 

exp (XX)- exp (АУ) = £ 7Г Х ' Ѵ ’- S JT 

і =0 /=0 

= 1 + (X + Y) А + -і- (X 2 + 2ХУ + Г 2 )X 2 И- 

И 

ехр / (Я) — 1 -|- ДА -f- (/ 2 -f- — (Д) 2 ) к 2 -)- • • •, 
получаем f t — X + Y, f 2 = [X, Y ], т. е. 

(7) exp (АХ)-ехр (АУ) = ехр (А (X У) ~f- [X, У] + • • • ) . 

Для всякого вещественного числа а пусть la 1 обозначает наи¬ 
большее целое число, не превосходящее а. Поскольку (exp Z) k 
= exp (kZ) при k £ Z и Z £ gt (г. С), мы имеем (ехр / (А))[ 1 /Ы 
= ехр [1/А] / (А) при 0 < А < е, и lim [1/А] f (А) = Д = X + У. 

Х ->0 

Тем самым мы доказали (4). 
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Рассуждая аналогично, из равенства 
exp (ЯХ) • exp (ЯК) • exp (— ЯХ) • exp (— ЯК) 

= (l + (X + Г) ?1 +-i-(X 2 + 2ХУ + Р)Я 2 Н -) 

• (і -(х + У)Х + ^-(х 2 + 2ХУ + у 2 )Я 2 4 —) 


получаем равенство 

exp (ЯХ) -exp (ЯК) exp (—ЯХ) exp (—ЯК) = ехр([Х, К]Я 2 + • • •) 
и формулу (6). 

Наконец, поскольку (см. доказательство (1.3.2)) 


к 

(ad X) k Y = Yj (— О 1 ' (?) Х к ~‘УХ 1 

i= 0 


k 



i =0 


x k ~ l y (-X)' 

(k — i)\ i\ ’ 


мы имеем 


exp (ad X)- Y = ^ ^ ~Y ( —^C exp X Y -exp (~X). □ 

k =0 i+j=k 

Пусть G — замкнутая подгруппа (= замкнутое подмножество 
и подгруппа) в GL (г, С). Положим 

8 = |Х С gl (г. С): exp (RX) с= G\. 

Ясно, что из X £ g следует RX с= д. Далее, в силу (4) и (5), 
для любых X, К £ g 

Х + Ке g и [X, К] £ д. 

Следовательно, g — алгебра Ли над R. Мы назовем g алгеброй 
Ли группы G. Алгеброй Ли группы QL (г, С) является gl (/*, С). 
Имея в виду изучить экспоненциальное отображение группы G, 
т. е. отображение ехр: д G, докажем сначала следующую лемму: 

(6.1.1) Обозначим через D замкнутый единичный круг в R m : 
D = \v £ R m : ||и|| < 1}. Пустъ Q — подмножество в D, обладаю¬ 
щее такими свойствами : 

(i) Q замкнуто ; 

(ii) Z у П D a Q для любого v £ Q-, 

(iii) Q содержит последовательность ѵ ІУ v 2 , ..., все элементы 
которой отличны от нуля , с lim = 0. 

Тогда существует элемент ѵ 0 , такой что ||у 0 || = 1 и 

кѵ 0 С Q при —1 < Я < 1. 

Доказательство. Положим k, = [1 /\\Vj\\] для / = 1, 2, ... Тогда 
k,Vj £ Q и lim Цй/У/Ц = 1. Поскольку все kjVj принадлежат D, 
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можно выделить из \kjVj] сходящуюся подпоследовательность. Не 
меняя обозначений, будем считать, что lim kjVj = ѵ 0 . Тогда ||и 0 || = 
1 и v 0 С Q. Пусть h принадлежит замкнутому интервалу [0, 1 ]. 
Так как lim v f = 0 и Um Vj/\\Vj\\ = ѵ 0 , то 

lim [V|| Vj И Vj = A, lim VjH v, H — lim (Я./Ц v s || — [V|| V/ 1|]) v ; = Xv u . 
Следовательно, £ Q и — Xv 0 C Q- □ 

Определение . Пусть M и N — голоморфные многообразия, такие 
что N а М (как множества). Говорят, что N является подмно¬ 
гообразием в УИ, если 

a) отображение включения і : N -+ М голоморфно; 

b) для каждой точки р ^ N справедливо равенство rank (di) p 
= dim N, где ( di) P — инфинитезимальное линейное отображение 
в точке р, соответствующее отображению і. 

Если к тому же выполнено условие 

c) топология многообразия N совпадает с относительной топо¬ 
логией N как подмножества в УИ, 

то говорят, что N регулярно вложено в М. 

Условие того, что данное подмножество N многообразия М 
является регулярно вложенным подмногообразием, дается сле¬ 
дующим предложением: 

(6.1.2) Пусть М—голоморфное многообразие размерности т, 
г — натуральное число , 1 < г < т, и N — подмножество в М. 
Если для каждой точки р ^ N существует локальная система 
координат {х ІУ ..., х т \ на многообразии М у определенная в некото¬ 
рой окрестности U этой точки , такая что 

х П и = \q 6 U: x r+l (q) = • • • = х т (q) = 0}, 

то N обладает единственной структурой голоморфного многооб¬ 
разия, относительно которой N становится регулярно вложенным 
подмногообразием , и обратно. 

(Стандартное доказательство этого результата мы предоставим 
читателю.) 

Следующая теорема представляет собой частный случай тео¬ 
ремы, принадлежащей Э. Картану: 

(6.1.3) Пусть G —замкнутая подгруппа в GL (г, С). Тогда 

1) g = {X £ gl (г, С): exp (RX) cz G\ есть алгебра Ли над R; 

2) G является регулярно вложенным подмногообразием в GL (г, С); 

3) exp: gG представляет собой голоморфное отображение , 
биголоморфное в некоторой окрестности нуля в д; в частности , 
dim G = dim д; 

4) отображение G X G Э (а, Ь) \ 1 С G голоморфно. 
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Доказательство. Выберем векторное подпространство ѵ над R 
в gl (г , С), такое что gl (г, С) = g + !р и g f| Р = 0. Опреде¬ 
лим отображение гр: gl (г, С) GL (г, С) формулой 

ф (X + Y) = ехр Х-ехр К (X С g, У ^ р). 

Так как 

гИХ Н- К) = 1 +(Х + ^ + ф(Х 2 + 2ХК + П+---, 

то отображение (<іф) 0 невырожденно, и можно найти такую окрест¬ 
ность д 0 нуля в д и такую окрестность р 0 нуля в что ф биголо- 
морфно В д 0 + 5Ро = + Y: X £ д 0 , Y £ *>„}. 

Мы утверждаем, что существует окрестность U точки 1 в 
GL (г, С), содержащаяся в ехр (g 0 ) • ехр (р 0 ), для которой 
U П G с= exp (д 0 ). Действительно, допустим, что это неверно. 
Тогда найдется такая последовательность а ІУ а 2 , ... в G, что 

а і — exp Х ; ехр Yj, X,- £ 3», ОфУ,- £ ір 0 , 

И 

lim CLj = 1 . 

Поскольку ехр Ху £ G, то exp Y j = ехр (— Ху) • Яу £ G. Мы мо¬ 
жем предполагать, что у 0 = D, где D — замкнутый единичный 
круг относительно подходящего базиса в р. Положим Q = \Y 
£ :р 0 : ехр F£ G|. Тогда условия предложения (6.1.1) выполнены 
дляфсиО. Следовательно, существует ненулевой элемент F 0 £Q, 
для которого XF 0 £Q при —1 < X < 1. Поскольку множество 
{ехр (^У 0 ) : —1 < А, < 1| порождает ехр (КУ 0 )> мы имеем 
ехр (RY 0 ) a G и Х 0 £ 9 — противоречие. Значит, существует 
окрестность U точки 1, такая что i/flGczexp (g 0 ). Мы можем 
теперь, не меняя обозначений, считать, что 

G П (ехр (до) • ехр (р 0 )) = ехр (д 0 ). 


Пусть а принадлежит G. Тогда а ехр (д 0 ) ехр (р 0 ) = V есть 
окрестность точки а в GL (г, С) и Lf|G а- ехр (д 0 ). Отображе¬ 
ние УЭ^ ехр Х-ехр Y -> (X, Y) С д 0 X Ѵо определяет ло¬ 
кальную систему координат в V, и V f\ G задается условием Y = 0. 
Согласно (6.1.2), G является регулярно вложенным подмногооб¬ 
разием в GL (г, С). 

Наконец, отображение G X G3 (я, b) -^ab _1 £G голоморфно 
в силу того, что оно голоморфно на GL (г, С). □ 

Под линейной группой мы всюду в этой книге будем понимать 
замкнутую подгруппу в GL (г, С). Линейную группу G a GL (г, 
С) будем называть комплексной , если она является С-голоморф- 
цым подмногообразием в GL (г, С). 
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(6.1.4) Пусть G — линейная группа (в GL (г, С)) и g — ее алгебра 
Ли. Для того чтобы группа G была комплексной, необходимо и до¬ 
статочно, чтобы g была подалгеброй алгебры ді (г, С) над С. 

Доказательство. Если д — подалгебра в gl (г, С) над С, то G, 
очевидно, комплексна. Обратно, предположим, что G — комплекс¬ 
ная линейная группа и g — ее алгебра Ли. Как можно доказать, 
для С-голоморфных многообразий и С-голоморфных подмного¬ 
образий справедлива теорема, аналогичная (6.1.2). Поэтому суще¬ 
ствуют окрестность U точки 1 в GL ( г , С) и комплексная локаль¬ 
ная система координат [х х , ..., х^}, определенная на U , для ко¬ 
торых 

G()U = \q£U: x l (</)=•■■= x k ( q ) = 0}. 

Пусть X принадлежит g. Тогда найдется такое положительное 
число е, что x L (exp XX) — 0 при —е < X < е. Поскольку 
х і (exp (ЯХ)) является С-голоморфной функцией от X, мы имеем 
Х( (ехр (рХ)) = 0 для всех комплексных чисел р с |р| < е. 
Отсюда следует, что СХ с g. Q 

Группа G называется (комплексной) группой Ли, если она пред¬ 
ставляет собой (С-) голоморфное многообразие и отображение 
G X G^ (а, Ь) -^ab'^^G является (С-) голоморфным. Всякая 
(комплексная) линейная группа есть (комплексная) группа Ли. 
Пусть G 0 — компонента единицы (связная компонента, содержа¬ 
щая единицу) группы Ли G. Очевидно, G 0 является открытой и 
замкнутой нормальной подгруппой в G. 

(6.1.5) Пусть G — линейная группа, a g — ее алгебра Ли. Тогда 
exp (д) порождает компоненту единицы G 0 группы G. 

Доказательство. Пусть G x обозначает подгруппу в G, порожден¬ 
ную exp (д). Ясно, что G 1 связна. Далее, поскольку ехр (д) со¬ 
держит некоторое открытое подмножество в G, множество а-ехр (д) 
d G x при любом a £ G x содержит некоторую окрестность элемента 
а. Следовательно, G, открыта. Отсюда вытекает, что каждый класс 
смежности в G { — открытое множество, a G x = G\\jb^G t 
в Gj — замкнутое. Поэтому G\ является компонентой единицы. Q 

(6.1.6) Пусть G — связная линейная группа и g — ее алгебра Ли. 
Группа G является абелевой тогда и только тогда, когда алгебра 
g абелева. В этом случае экспоненциальное отображение сюръек¬ 
тивно и G = R k X T h , где Т = R/Z. 

Доказательство. Если алгебра g абелева, то из формулы 

(8) ехр X-exp Y = ехр (X + Y) при X, Y С g 

следует, что ехр (д) — группа, т. е. ехр (д) = G, и группа G абе¬ 
лева. 
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Обратно, если группа G абелева, то для X, F£gnA,£R 
имеем ввиду (5) 

1 {XX Y -XX —У уи 2 . гѵ Л71 

~ ( еХ Р ~т~' ех Р "m" ex P ~ m - ' ех Р ~пГ) =ехр^[А, Y\ 
и IX, Y ] = 0. 

Далее, из (8) вытекает, что отображение exp является непре¬ 
рывным гомоморфизмом аддитивной группы g на G. Пусть D — 
ядро этого гомоморфизма. Существует такая окрестность д 0 точки 0 
в д, что D П до — 0. Следовательно, D — дискретная подгруппа, 
порожденная множеством |Х Ь ..., Х Л |, которое линейно-незави¬ 
симо, и группа g ID изоморфна G. Q 

Замечание. Экспоненциальное отображение переводит gl ( г , R) 
в GL (r, R), и большинство из полученных в настоящем параграфе 
результатов переносится на этот случай. 

Пусть V — векторное пространство размерности г над Р = R 
или С. Тогда группу GL (У) = gl (V): det s Ф 0[ можно 
отождествить с GL (г, Р ), выбрав произвольный базис в V . Сле¬ 
довательно, мы можем естественным образом определить линейные 
группы в GL ( V ) и их алгебры Ли. 

Упражнение 1. Пусть G x и б 2 — линейные группы в GL (г, С) с алгебрами Ли 
д х и д 2 соответственно. Тогда алгеброй Ли группы G t f| ^2 будет g x f| $ 2 - 

Упражнение 2. Существует такая окрестность W точки 1 в GL (г, С), что ряд 

оо 

In а = ^ (_ 1)/+1 ( Q — ') J 
/=1 

абсолютно сходится (т. е. каждая компонента этого матричного ряда абсолютно 
сходится) для всякого а £ W. При этом 
exp (In а) = а (а £ W), 

In (exp X) = X (X 6 In W). 

[ Указание : достаточно, чтобы выполнялись неравенства | aij — б ц | < 1/г 2 
при i, j = 1, ..., г. ] 

Упражнение 3. Отображение exp: gt (г, С) -> GL (г, С) сюръективно, а потому 
группа GL (г, С) связна. [Указание. Используя жорданову нормальную форму, 
свести задачу к рассмотрению эндоморфизма вида £1 + N £ GL (г, С), где 
0 С и эндоморфизм N нильпотентен. Затем с помощью формулы £1 + 

+ N — I (1 + /Ѵ/|) свести ее к случаю унипотентного эндоморфизма.] 

6.2. Классические линейные группы 
и алгебраические группы 

Пусть ср (у, w) = w — билинейная форма на С г , где ф £ 
£gl (г, С), а ѵ , w£C r рассматриваются как векторы-столбцы. 
Тогда 

L (ф) = ja£GL (г, С): Ф (av, aw) = ф ( ѵ , ш)} 

= ja^GL (г, С): *цфа = ф} 
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— линейная группа. Действительно, для любых a, b £ L (ф) 
имеем t (ab' 1 ) ф ( аЬ _1 ) = t (b' 1 ) (*аца) b~ l = ф, так что ab~ l £ L (ф); 
то что группа L (ф) замкнута, очевидно. 

Найдем алгебру Ли g группы L (ф). Для любого Х£д 

ехр (Х'Х)-ф-ехр (XX) = ф (X£R). 

Беря производную по X при X = 0, получаем *Хф + фХ = 0, т. е. 
Х£ I (ф), в обозначениях § 2.7. С другой стороны, если *Хф + 
+ фХ = 0, то при X£R 

ехр (Х'Х) ц = 2 7г (* Х У ( Р = 2 7Г ф ( ~ Х) ‘ г= 

= Ф-ехр (—XX) 

и ехр (XX) £ L (ф), т. е. I (ф) с= д. Следовательно, 1 (ф) = д. 
Поскольку С1 (ф) = 1 (ф), линейная группа L (ф) комплексна. 

Далее, для ф£дІ'(г, R) мы имеем билинейную форму 
ф Р (ѵ, до) = ^ф w ( ѵ , шСК г ); тогда 

L (ф р ) — L (ф) П GL (г, R) = \а £ GL (г, R): *шрл q | 

есть замкнутая подгруппа в GL (г, R), имеющая алгебру Ли 
I(ф р ) = I (ф) П gl (г, R)={X^gl(r, R): *Хф + фХ = 0}. 

Будем называть отображение ф: С 7 " х С г С полуторали¬ 
нейной формой , если 

ф (оси + v\ до) = аф ( ѵ , до) + ф (ѵ\ до), 
ф (у, адо + до') = аф (и, до') + ф ( ѵ , до') 

для любых и, и, до, до'^С и а С С, где а обозначает число, ком¬ 
плексно-сопряженное к а. В этом случае можно найти матрицу 
фСд!(г, С), такую что 

ф (и, до) = ^фдо. 

Мы будем обозначать ф через ф # : 
ф # (ѵ, до) = *Цфдо. 

Как и в случае билинейных форм, легко проверяется, что 
L (ф # ) = [а С GL (г, С): ф # (аѵ, aw) = y # (v, до)} 

= {a£GL(r, С): *аца = ц)\ 

является (не обязательно комплексной) линейной группой и ее 
алгеброй Ли служит 

І(Ф*)={ХбвІ(г, С): < Х Ф + фХ = 0}. 

Таким образом, мы получили следующий результат: 
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(6.2.1) 1) Пусть ф — билинейная или полуторалинейная форма 
на С г . Тогда 

L (ф) = \а £ GL (г, С): ф (аѵ, aw) = ф ( ѵ , до)} 
есть линейная группа , алгеброй Ли которой является 
І(ф) = {Х£дІ(г, С): ф(Хи, до) + ф(и, Хдо) = 0}. 

Б тож случае , когда ф билинейна , группа L (ф) комплексна. 

2) Пусть ф £ gl (г, R) а ф к — соответствующая билинейная 
форма на R r . Тогда 

L (ф к ) = {а £ GL (г, R): ф^ Іао, адо) = ф к (о, до)} 

- L (ф) П GL (г, R) 

— линейная группа , имеющая своей алгеброй Ли 

[ (фЕ) = {X £ ді (г, R): ф к (Хи, до) + ф к (г\ Хдо) = 0} 

- 1 (ф) П ді (г, R). 

Используя (6.2.1), мы можем построить несколько линейных 
групп и их алгебр Ли. 

(a) Билинейные формы на С г . Группа 
О (г, С) = L (1 г ) = \а £ GL (г, С): *аа = 1} 

называется комплексной ортогональной группой ; ее алгеброй Ли 
является 

о (г, С) = {X £ ді (г, С)}: 'Х + Х^О}. 

Группа 

Sp (г, С) = L (J r ), где J r = (_°j Q j , 

называется комплексной симплектической группой ; ее алгеброй Ли 
служит 3!р (г, С) (см. § 2.7). 

Как О (г, С), так и Sp (г, С) — комплексные линейные группы. 

(b) Полуторалинейные формы. Группа 

U (г) = L (l, # ) = {а£ GL (г, С): *аа= 1} 

называется унитарной группой . Для а = (а /у ) £ U (г) имеем 
} Г і=\ I a if | 2 = 1 при /=1, ..., г у так что U (г) — компактная 
группа. Алгебра Ли группы U (г) — это алгебра 

u(r)={X6 e I(r, С): 'х + х = 0(. 
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(с)Билинейные формы на R r . Группа 

О (г)— О (г, IR) = L (1 f ) = {я £ GL (г, R): ‘аа= і) 

называется (вещественной) ортогональной группой. Поскольку 
О (г) = О (г, С) П U (г) а U (г), ортогональная группа компактна. 
Алгеброй Ли группы О (г) служит 

о (г) = о (г, R) = I (іГ) = {X 6 g Hr, R): *Х + Х = 0}. 


Группа 

Sp (r, R) - 1. (Jr ) 

называется вещественной симплектической группой 

Теперь найдем алгебру Ли комплексной специальной линейной 
группы 

SL (г, С)= {a£GL(r, С): det а- 1}. 


Ввиду формулы 

det (exp X) = exp (tr X) 


(упр. 1 § 4.4) ясно, что она совпадает с Й (г, С). В частности, 
группа SL (г, С) комплексна. 

Приведем еще несколько примеров линейных групп: 


SU (г) = SL (г, C)f|U (г) — специальная унитарная 

группа , 

SO (г, С) = SL (г, С) П О (г, С) — комплексная специальная 

ортогональная группа , 

SO (г) = SL (г, R) П О (г) — специальная ортогональная 

группа , 

Sp (г) — U (2r)nSp (г, С) — унитарная симплектическая 

группа , 


( 

SO (/?, g) = ja£SL(r, R): 


/ — 1р о \ / — lp 0 у индефинитная ортогональ- 

\ 0 lJ O== \0 ljj ная группа. 


Их алгебры Ли находятся без труда (см. упр. 2). 

Обратимся теперь к несколько иному классу линейных групп. 

Определение. Пусть Лесть С или R. Подгруппа G в GL (г, Р) 
называется алгебраической, если существует множество многочле- 
нов |/ а }а Р [х 1Ъ х 12 , ..., х, г ], такое что а = (а и )£ GL (г, Р) 
принадлежит G тогда и только тогда, когда f a (..., а іг ...) = О 
для всех а. 
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Всякая алгебраическая группа является линейной группой. 
В частности, 

(6.2.2) Всякая алгебраическая группа в GL (г, С) является ком¬ 
плексной линейной группой. 

Доказательство. Пусть G — алгебраическая группа в GL (г, С) 
ид — ее алгебра Ли. Пусть X принадлежит g. Для С пусть 
Іи (р) означает ( і , /)-ю компоненту матрицы ехр (рХ). Тогда 
| /у (р) является С-голоморфной функцией и, значит, С-голоморф- 
ными будут также функции 

fa 40-М..., hi(\ 0,..-). 

Так как f a (p) 0 при p^R, то f a тождественно равно нулю. 

Следовательно, CXcig. Q 

Для любой билинейной формы ф на С г или R r группа L (ф) 
является алгебраической группой. 

Пусть V — векторное пространство размерности г над Р ( = С 
или R). Подгруппа G группы GL (1/) = {s ^ gl ( 1/) : det s Ф 0[ 
называется алгебраической , если она представляется алгебраиче¬ 
ской группой матриц (т. е. алгебраической группой в GL (г, С)) 
относительно некоторого базиса в V. Очевидно, свойство быть 
алгебраической группой не зависит от выбора базиса. 

(6.2.3) Для всякой алгебры А над С или R группа ее автоморфиз¬ 
мов Aut (А) является алгебраической группой в GL (А), и алгебра 
Ли группы Aut (А) совпадает с der (А). 

Доказательство. В (4.4.2) мы рассмотрели тот случай, когда А 
является алгеброй Ли. Однако доказательство проходит для любой 
алгебры. □ 

Пусть g — алгебра Ли. Напомним, что Ad (g) — это группа, 
порожденная exp (ad (g)) (см. § 4.4). 

(6.2.4) Пусть g — алгебра Ли над С или R, для которой der (g) 
= ad (g) (i например , пусть g полупроста ). Тогда Ad (g) 
совпадает с компонентой единицы в Aut (g) и является линейной 
группой. 


Доказательство. Это следует из (6.1.5) и (6.2.3). Q 

Упражнение 1 . Пусть Р (г, С) — множество всех верхне-треугольных матриц 
из GL (г, С). Показать, что Р (г, С) есть алгебраическая группа, алгеброй Ли 
которой служит 

р(г, С) = {(а,-/)£ gl (г; С): в,/= 0, »>/}. 


Упражнение 2. Доказать, что алгеброй Ли группы SO ( р, q ) является 

и А в ' 

\{‘в 


Зо(р, q) 


: А £ о (р), Cg о (q), В произвольно . 
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6.3. Полярное разложение группы GL(r,C) 

Для всякой комплексной матрицы s будем обозначать через s 
комплексно-сопряженную матрицу. Положим s* = f (s) = ( / s ). 
Матрица s из g / (г, С) называется эрмитовой , если s = s*. Эрми- 
товость матрицы s = (вц) означает, что числа s ti вещественны 
и s.j = s y/ . Следовательно, множество 1) (г) всех эрмитовых матриц 
из g / (г, С) образует векторное пространство размерности г 2 
над R. Будем рассматривать элементы пространства С г как 
векторы-столбцы и введем в нем скалярное произведение 

V-W= £ ViW t = ДЛЯ и = (^), ОУ == (Wi) £ С г 

и соответствующую норму ||у|| = J/u - у. В терминах этого ска¬ 
лярного произведения оператор * в gl (г, С) определяется форму¬ 
лой v-sw = s*y-oy, и матрица s эрмитова тогда и только тогда, 
когда v-sw = sv-w для всех ѵ, w£C r - 

Пусть s принадлежит (г) и X — собственное значение ма¬ 
трицы s. Выберем ненулевой вектор е£С г , для которого se = Хе. 
Из равенства se e = e se следует, что X = X, т. е. Далее, 

пусть 2 — некоторое подмножество в I) (г). Если 2 оставляет 
данное векторное подпространство V пространства С г на месте, 
то ортогональное дополнение Ѵ ± = {оу£С г : w- V = 0} также 
инвариантно относительно 2, т. е. 2 вполне приводимо. Отсюда 
следует, что в случае одноточечного множества 2 == \s) можно 
найти ортонормированный базис е ъ ..., е г в C r (e t е у = 6 /у ), 
такой что se L = X i e i (X i £R) при i = 1, ..., г. Пусть [Х ІУ ..., Х г ] 
обозначает диагональную матрицу, на главной диагонали которой 
стоят числа X lt ..., Х п и пусть и — матрица, у которой і- й столбец 
равен е ( , і = 1, ..., г. Тогда и унитарна, т. е. и*и = 1, 

(*) s = u[X ly . .., Х г \ іГ 1 (X[£R). 

Обратно, всякая матрица вида (*) эрмитова. 

Эрмитова матрица s называется положительной (или положи¬ 
тельно-определенной ), если все ее собственные значения положи¬ 
тельны. Пусть Н (г) обозначает совокупность всех положительных 
эрмитовых матриц в gl (г, С). Множество Н (г) открыто в I) (г). 
Чтобы убедиться в этом, достаточно доказать следующее предло¬ 
жение: 

(6.3.1) Пусть а принадлежит gl (г, С). Если X — собственное 
значение матрицы а кратности k , то для достаточно малых 
6 > 0 у любой матрицы b , достаточно близкой к а, существует 
в точности k собственных значений в круге |г£С: j z — Х\ < 6|. 
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Доказательство. Предположим вначале, что % является корнем 
многочлена 

/ (z) = + a L z r - 1 Н-+ «, € С[г], 

имеющим кратность k. Пусть б > 0 — число, меньшее, чем рас¬ 
стояние от к до остальных корней многочлена /, и пусть с — окруж¬ 
ность, задаваемая уравнением | z — к\ = б. Поскольку f (z) Ф О 
на с , мы имеем min {|/(z)|: z£C| = m > 0. Выберем у ъ ..., 
у,. С С так, чтобы |уі 2 г_1 + ... +у г | <тприг^С. Применим 
теперь теорему Руше. (Пусть fug принадлежат С [г] и с — жор- 
данова замкнутая кривая в С. Если \f(z)\ >|g’(z)| для всех 
z £ с, то число нулей функции / внутри с равно числу нулей функ¬ 
ции / + g внутри с.) Из этой теоремы сразу следует, что многочлен 

h (z) = z r -f- (a x -j- yj z r ~ l + . . . + (a r + y r ) 

имеет ровно k нулей внутри с. 

Поскольку всякое собственное значение матрицы а = (a Lj ) 
является корнем ее характеристического многочлена 

det (zl r — а) = z r + oc L z r ~ l + * • • + a r , 

где a l5 a r — некоторые многочлены от a lh наша теорема тем 
самым доказана. [] 

Для эрмитовой матрицы s, заданной формулой (*), имеем 
exp s = и [ехр к ѵ . . ., exp к г ] и “ 1 , 

где ехр А ч > 0. Следовательно, exp (!) (г)) a Н (г). 

Далее, для любого положительного числа а обозначим через 
Н а (г) совокупность всех элементов из Н (г), у которых максималь¬ 
ное собственное значение меньше 2а. Как известно, степенной ряд 

1п а г= In a + 2 ±= J^~ ( £ i iL ) / 

/=і 

сходится в круге {г£С: |г — а| < а}, и если а < р, то 
1п а г = 1п р г для всех 2 , таких что I г — a I < а. При s = и [р х , 
мД « _1 6 Н а (г) ряд 

ln a s = lna + 2 ( ~'; )/+1 ( i ^ L ) / 

/=і 

= «(ІПаІЦі, • • Р Г ])Ы _1 

= и [1п а рі, . 1п а р г ]и _1 

абсолютно сходится и определяет голоморфное отображение 
\п а : На (г) -> § (г). Далее, если a < |3, то ln a s = ln^ s при 
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sCH a (r). Следовательно, как и в случае комплексных чисел, 
мы имеем голоморфное отображение In: Н (г) {) (г), для которого 

In о exp = id на § (г). Поэтому ехр является биголоморфным ото¬ 
бражением из (г) на Н (г). 

(6.3.2) 1) exp: I) (г) Н (г) — биголоморфное сюръективное ото¬ 
бражение. 

2) Для любого а С Н (г) существует единственный элемент 
Ь£ Н (г), такой что Ь 2 = а (мы пишем в этом случае b = У а)- 

3) Н (г) — регулярно вложенное замкнутое подмногообразие 
в GL (г, С). 

Доказательство. 2) Для а = exp X, где X С f) (г), положим 
b = ехр (Х/2) С Н (г). Тогда b 2 = а. Если (exp У) 2 = а для не¬ 
которого Y С f) (О» то ех Р (2У) = ехр X и 2 Y = X. 

3) Допустим, что а ъ а 2 , ...С Н (г) и а 0 = lim a y -£GL (г, С). 
Тогда а 0 СМО и каждое собственное значение X матрицы а 0 
неотрицательно, согласно (6.3.1). Так как a 0 £GL (г, С), то 
X > 0. Следовательно, Н (г) замкнуто в GL (г, С). 

Далее, пусть а принадлежит Н (г). Выберем вещественное 
подпространство р в gl(r, С), для которого 

gl (г, С) = У~а х $ (г) Уа + ъ, V У 1 Ь(г)Уа ГИ> = 0. 

Возьмем такую окрестность точки 0 в У (г) У а и такую 
окрестность точки 0 в (з, что отображение 

ф: Й Хі)оЗ№ У)—* ехр Х-ехр У 

биголоморфно. Поскольку Н (г) открыто в 1) (г), то, полагая 
Ф ($> х Vo) = W, мы можем считать, что aW f\l) (г) а Н (г). 
Кроме того, мы можем предположить, что степенной ряд In = \п х 
абсолютно сходится на W. 

При этих предположениях допустим, что матрица ab эрмитова 
для некоторого b£W. Так как ряд для In b сходится и In b* 
*= (In £?)*, то из равенства ( ab )* — ab (т. е. b* = aba" 1 ) получаем 
(In b)* = a (In Ь) аГ 1 . Следовательно, 

У a (In b)V а' 1 = V a~ l (lnb)* У а = (у a (In b) Vа' 1 )\ 

так что In ft С К а" 1 !) (г) У а. Обратно, если X С К а~ 1 і) (г) / а , то 
a ехр Х£Н (г). Таким образом, aW [|Н (г) = ехр ($(). Посколь¬ 
ку отображение 

aW Э а ехр X • ехр Y —* (X, У) С t)o X £ 0 

определяет на aW локальную систему координат для GL (г, С) 
и подмножество aW f| Н в aW задается условием У = 0, мы за- 
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ключаем на основании (6.1.2), что Н (г) есть регулярно вложенное 
подмногообразие в GL (г, С). Q 

Теперь мы готовы к доказательству следующей теоремы: 

(6.3.3) (Полярное разложение комплексной полной линейной 
группы.) Всякий элемент s группы GL (г, С) может быть един¬ 
ственным образом записан в виде 

s — и exp X, где и £ U (г), X £ {) (г), 

и этим задается биголоморфное отображение между GL (г, С) 
и U (г) X Ь (г). 

Доказательство. Для любого s£GL (г, С) элемент s*s эрмитов 
и форма s*sv-w = sv‘sw положительно-определенна. Следова¬ 
тельно, s*s£ Н (г). Положим V s*s = а С Н (г) и и = sa " 1 . 
Тогда и*и = (a*y 1 s-saT l = 1 и (г). 

Далее, предположим, что иа = а\ причем w£U(r), а а, 
а £ Н (г). Тогда (а') 2 = а'*а' = а*и*иа = а 2 и потому а = а', 
в силу (6.3.2), 2). Следовательно, если = и 2 а 2 , где С U (г) 
и а,- С Н (г) (/ = 1, 2), то (иЛи^ а 1 = а 2 и (г), так что 

Яі = а 2 . Этим доказана единственность разложения. 

Наконец, отображение U (г) XI) (г) Э (и, X) и exp X С GL (г,С) 
голоморфно, и, обратно, 

X — —— In (s*s) и и = s ехр (—X) 

— голоморфные функции от s. Q 

Докажем теперь теорему, аналогичную теореме (6.3.3), для 
группы GL (г, (R). Пусть s принадлежит GL (г, R) и 

s = иа , где г /CU (г), а£Н (г). 

Тогда (г), а(Н(г) и s = s = йа. Поэтому, ввиду един¬ 

ственности разложения, и = й и а = а. 

Положим 

R) = «(/•) и Я(г)паь(г, R) = S(r). 

Очевидно, в (г) есть множество всех симметричных матриц в gl (г, 
R), а S (г) — множество всех положительных матриц в в (г). 
Поскольку ехр (в (г)) и In (S (г)) состоят из вещественных матриц, 
мы видим, что ехр отображает 3 (г) на S (г). Кроме того, U (г) 
П GL (г, R) = О (г). Таким образом, имеет место следующая 
теорема: 

(6.3.4) (Полярное разложение вещественной полной линейной 
группы.) Всякий элемент s£GL(r, R) единственным образом 
записывается в виде 

s — и ехр X, где и£ О (г), X £ 3 (г), 
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и этим определяется биголоморфное отображение между GL (г, R) 
и О (г) X в (г). 

Упражнение 1. U (г) — максимальная компактная подгруппа в GL (г, С), 
а О (г) — максимальная компактная подгруппа в GL (г, R). 

Упражнение 2. Для всякого а£ S(r) найдется элемент и£0 (г), такой что 
а = и Я г ] и' 1 > 0). 

Упражнение 3. Пусть 

/ (z) = а 0 + a x z + a 2 z 2 + ... (а/€С) 

— степенной ряд с радиусом сходимости R > 0, и пусть s£9l(r, С). Пред¬ 
положим, что все собственные значения матрицы s по абсолютной величине 
меньше R. Тогда ряд / (s) = а 0 + a^-j- a 2 s 2 +... абсолютно сходится. [Ука¬ 
зание. Используя жорданову нормальную форму матрицы s, можно свести за¬ 
дачу к случаю 

( К 1 о\ 

’. *. U 9 1(г, С), \k\<R. 

7 

о я/ 


Обозначая h -ю (формальную) производную функции f через f^ h \ 

7w / (1 > (X) ••• 


имеем 


/ (S) = 


0 


/м 


(Г — 2)1 


7 


О 0 • • • / (X) 

С другой стороны, радиус сходимости ряда для равен R.] 


Упражнение 4. Для всякого коммутативного подмножества £ в ' 8 (г) суще¬ 
ствует элемент и£ О (г), такой что 

и и _1 cz diag (г, R). 


6.4. Разложения Картана полупростых линейных групп 

Вначале докажем одну теорему, принадлежащую К. Шевалле. 

(6.4.1) Пусть G — алгебраическая группа в GL (г, R) и д — ее 
алгебра Ли. 

1) Если a£S (r)[}G, то 1па£д. 

2) Если s = иа (и£ О (г), a£S (г)) и - S принадлежит G, то 
и, a£G. 

3) Если G =' *G, то G = /С ехр (ф), где К = О (r)f|G, а 

w /са/с многообразие G есть прямое произведение 
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К X р. Группа К является максимальной компактной подгруппой 
в G, и ее алгебра Ли f совпадает с о (г) f| g. 

Доказательство. 1) Обозначим через D (/*) подгруппу всех диаго¬ 
нальных матриц в GL (г, R). В силу упр. 2 § 6.3, найдется элемент 
Ь£ О (г), такой что bab~ l £ D (г). Так как bGb~ x также является 
алгебраической группой, мы можем предполагать в дальнейшем, 
что а£ D (г). Тогда D = D (r)f|G есть алгебраическая группа, 
содержащая а. Пусть |/ а | с R Іх ъ ..., х г ] — множество много¬ 
членов от г переменных х ъ ..., х п определяющее D. Так как 
а = [Я ь ..., k r ] £ D, то f a (hi,) ..., ^r) = О при I £ Z. Положим 
Fa (0 = fa (exp (t In Х г ), '.. ., exp (/ In Я г )) (/ 6 R). 

Поскольку f a — многочлен, F a можно записать в виде 

k 

Fa (t) = Г Ц/ exp (фу), Ну, Ру £ R, 

/ = 1 

причем мы можем считать, что р, Ф Р у - и соответственно exp (3, 
Ф ехр Ру при і Ф /. Тогда 

det ((ехр р,)/=і . и, i=o, і . *-i) =^°> 

в силу теоремы ван дер Монда. Так как 

k 

Fa (/) = Г |Лу (ехр Ру/ = 0 при I = 0, 1, ..., k — 1, 

/=1 

то [ij = ... = = 0 и F a ( t ) = 0. Таким образом, мы доказали, 

что In а£ д. 

2) Имеем = *а*ииа = a 2 £S (r)f|G. В силу 1), In а 
= 2 _1 In а 2 £ д и G. 

3) Указанное разложение следует из (6.3.4) и 2). Как замкну¬ 
тая подгруппа компактной группы О (г) группа К компактна. 
С другой стороны, всякая подгруппа L группы G, удовлетворя¬ 
ющая условию K^L, содержит некоторый элемент a£S(r), 
аф 1, а подгруппа, порожденная а, не может содержаться ни 
в каком компактном множестве. Q 

Пусть g — полупростая алгебра Ли над R и 

g = f + v 

— ее разложение Картана. Как показано в § 4.5, отображение т: 
X + Y X — Y (X £{, К £ р) есть автоморфизм алгебры g и 
[f, f] cz f, [f, p] cz V, [ip, p] cz f. Форма Киллинга В алгебры g 
является отрицательно-определенной на f X f, положительно¬ 
определенной на £ X !р, и 5 (f, :р) = 0. Положим 

Ф (£/, У) - —В (I/, тѴ) для t/, y^g. 
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Легко видеть, что ф — положительно-определенная симметрич¬ 
ная билинейная форма. Для любых Х£!, V £ р имеем ad Хот 
= TOadX, ad Fox = — xoad Y и 


( ф (ad X- U, V) + ф (£/, ad X- У) - О, 
1 ф (ad Y-U, V) = ф (£/, ad Г У). 


Пусть £\, ..., Е г — такой базис в д, что ф (Е п E f ) = 6 г/ . 
С помощью этого базиса группу Aut (д) можно отождествить с не¬ 
которой алгебраической группой в GL ( г , R). Для p£Aut (g) и 
U, V£ g имеем В (р U, рУ) = В (U, У) и 

Ф (р U, V) = —В (р U, тУ) = —В (U, р“ЧУ) 

= Ф ({/, тр _1 рУ). 


Используя указанное выше отождествление, это можно записать 
в виде *р = тр -1 р£ Aut (g). Таким образом, *(Aut (g)) = Aut (g). 

Алгебра Ли der (g) = ad (g) группы Aut (g) отождествляется 
с некоторой подалгеброй в gl (r, R), и из (1) следует, что 

ad (I) с: о (г) и adfip)cz$(r), 

где ad (!) = {ad X: Х£![. (Мы будем использовать подобные 
обозначения и далее, в тех случаях когда это не может привести 
к недоразумению.) Применяя (6.4.1), приходим к следующему 
результату: 

(6.4.2) Пусть g — полупростая алгебра Ли над R и g = ! + £ — 
ее разложение Картана. 

1) Разложение Aut (g) = /( exp (ad (v)) определяет голоморф¬ 
ное разложение многообразия Aut (g) в прямое произведение К X р, 
где К — некоторая максимальная компактная подгруппа в Aut (g) 
с алгеброй Ли ad (!). 

2) Ad (g) = Ко' exp (ad Op)), где K 0 — компонента единицы 
группы К. 

Доказательство. 1) Из соотношений ad (!) с: о (г) и ad (р) с ѣ (г) 
следует, что ad (д)По (г) = ad (!). Согласно упр. 1 § 6.1, ал¬ 
гебра Ли группы К совпадает с ad (!). 

2) Поскольку, согласно (6.2.4), Ad (g) является компонентой 
единицы в Aut (g), в разложении Aut (g) = К X $ ей отвечает 
связная компонента в К X :р, содержащая (1,0). □ 

(6.4.3) Пусть g — полу простая алгебра Ли над С и и — ее ком¬ 
пактная вещественная форма. Тогда 

Aut (g) = t/*ex р (I/ — lu), U П exp (i —lu) = 1, 
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где U — некоторая максимальная компактная подгруппа в Aut (g), 
имеющая алгебру Ли ad (и), и 

Ad (g) П Aut (и) = Ad (и), 

где Aut (и) рассматривается как подгруппа в Aut (g). 

Доказательство. Рассматривая g как алгебру Ли gj? над R, 
получаем разложение Картана g^ = u + У — Іи (упр. 3 § 2.5). 
Следовательно, Aut (g R ) = К exp (У — Іи). Поскольку алгеброй 
Ли группы Aut (g) является ad (g) = ad (g^), мы имеем 
/(•exp (У — lu) = э Aut (g) z э /С 0 ехр (У — lu), где K 0 — компо¬ 
нента единицы в К. Следовательно, 

Aut (g) = I/. exp (У~\ и), К =э £/ =) /С 0 . 

Так как алгеброй Ли группы Ко служит ad (и), то К 0 = Ad (и) 
и Ad (g) = Ad (и) exp (У — lu). 

В силу (4.6.2), 2), группа Aut (и) компактна. Но Ad (и) — 
максимальная компактная подгруппа в Ad (g); следовательно, 
Ad (g) П Aut (u) = Ad (u). Q 

(6.4.4) Для всякой полупростой подалгебры Ли g в gl (r, R) су¬ 
ществует алгебраическая группа G в GL (г, R), такая что g яв¬ 
ляется ее алгеброй Ли. Отсюда , в частности , следует , что группа , 
порожденная exp (д), замкнута. 

Доказательство. Алгебра д = д + /д cz gl (г, С) есть комплекс¬ 
ная полупростая алгебра Ли. Найдем сначала алгебраическую 
группу G, алгебра Ли которой равна д. 

Поскольку алгебра д вполне приводима (см. (3.4.4)), можно 
найти такие подпространства Ѵ ъ ..., V k в С г , что 

с г -ѵ\ѳ ... ®v k 

и g действует неприводимо на каждом из V 

Пусть G* — совокупность всех элементов а из GL (г, С), 
удовлетворяющих соотношениям 

(1) я gtr 1 = g, 

(2) aVi = V i и det {д\уі)— 1 П Р И і = 1» •••> 

Покажем, что G* является алгебраической группой. Очевидно, 
что соотношения (2) определяют некоторую алгебраическую 
группу. Пусть { Е ъ ..., Е г *\ — базис в gl (г, С), такой что [Е ъ 
..., E q \ — базис в g. Для x = (x ij ) £ GL (г, С) имеем 

xE l x^=%f tj (x)E l ,.. 

i=l 
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где Ду Дѵ) — рациональные функции от х 1Ъ ..., х гг . Поэтому 
условие 

Д/ (х) = О для / < q < і 

выражается полиномиальными уравнениями. Следовательно, ра¬ 
венство (1) тоже определяет некоторую алгебраическую группу. 
Тем самым показано, что G* — алгебраическая группа. 

Пусть д* — алгебра Ли группы G* и В силу фор¬ 

мулы (6) § 6.1, 

Ф (к) = exp (IX) К ехр (— XX) - (exp (ad кХ)) V 

= Y + k{X, F] + i-r [X> [Xt у j I , 

гдеХ£К. Но ввиду (1), если F£ g, то и ср (X) £ д, а значит и 
(0) = [X, F]£g. Таким образом, [g*, д] с д. Поскольку 

д* => д, можно найти идеал ш в д*, такой что д* = дфш (см. 
(1.5.7)). Пусть Z принадлежит т. Так как Z\ V( \ = 0, то, 

по лемме Шура (1.2.3), Z\ v .^ Cl. Сдругой стороны, trZ| v / ( . = 0, 
в силу (2). Следовательно, Z\ v . = 0 и Z = 0. Итак, д* = д и 
алгебра Ли группы G* совпадает с д. 

Положим G* П GL (г, R) = G. Тогда G — алгебраическая 
группа в GL (г, R) и ее алгебра Ли равна gf)gl(r, R) = g. Q 

Замечание. Линейная группа называется полупростой , если ее 
алгебра Ли полупроста. 

(6.4.5) Для всякой компактной полупростой алгебры Ли и в ді (г, 
С) существует элемент а£ GL (г, С), такой что аиа ~ 1 с: и (г). 

Это немедленно следует из (6.7.3) и (6.9.2). 

(6.4.6) Теорема. Пусть g — полупростая подалгебра Ли в ді ( г , R) 
и д = f + V — ее разложение Картана. 

1) Существует положительная симметричная матрица 
b£ GL (г, R), такая что 

btb~ L с о (г) и byb' 1 c8(r). 

2) Пусть G и К — подгруппы в GL (г, R), порожденные 
ехр (д) и exp (f) соответственно. Тогда G и К — линейные группы, 
причем группа К компактна. Всякий элемент х из G может быть 
единственным способом записан в виде 

x = c-expY, где с£К, Y £ ір, 

и этим определяется биголоморфное отображение между G и 

К + \ р. 
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Доказательство. 1) Как мы видели в § 4.5, алгебра u = f -|- 
С gl (г, С) компактна и полупроста. Согласно (6.4.4), найдется 
элемент а С GL (г, С), для которого аисГ 1 а и (г). Используя 
полярное разложение группы GL (г, С), можно найти такие эле¬ 
менты U (г) и /гСН (г), что а = d У h. Тогда У hu У h~ l 

с= d~H (г) d = it (г). Запишем h в виде h = b + іе, где b и e — 
вещественные матрицы. Поскольку h* = h, матрица b симме¬ 
трична. Далее, поскольку матрица /z положительна, то положи¬ 
тельна и й, а значит и b = (h + Н)1 2. 

Пусть Z принадлежит и. Ввиду того что VhZ Vh~ x £ и (г), 
мы имеем (// /zZ |/ /Г 1 )* + К /zZ // h~ x = 0, откуда следует, что 
Z*/z + hZ = 0. Следовательно, *Х (й + ze) + (й + ze) X = 0 и 
f Xb + ЬХ = 0 для любого ХСК Поэтому \УЬХ УЪ~ Х ) 
= V Ъ~ х -*Х- У Ъ = — УЪХУЪ~ 1 т. е. УЬХУЬ~ х £о(г). Анало¬ 
гично для любого FC 1Р имеем — z'V (6 + ze) + (b + іе) iY — 0 
и t Yb = bY. Отсюда мы заключаем, что \/bY УЬ~ Х £$(г). 

2) В силу 1), можно считать, что f с= о(г) и ‘рсЗ(г). Тогда 
•-= р и *g = g. Согласно (6.4.4), существует такая 
алгебраическая группа А в GL (г, R), что G есть ее компонента 
единицы. Так как *д = д и *(ехр Z) = exp {* Z), то G = ^G. 
Поскольку А —алгебраическая группа, такова же и *А. Следо¬ 
вательно, А х = А —алгебраическая группа, содержащая G. 
Далее, *А 1 = А 1 . В этой ситуации мы можем применить (6.4.1). [] 

Замечание. Разложение из (6.4.2), 2) называется разложением 
Картана полупростой линейной группы G. 

Упражнение. Пусть Aff (R r ) обозначает группу всех преобразований в R r вида 
(s, a) £GL (г, R) X R r , 

где (s, а) у — su + а для v£R r . Показать, что Aff(R r ) можно отождествить 
с некоторой замкнутой подгруппой в GL (г + 1, R), полагая 

(s а \( ѵ \ ( sv а\ 

Ѵо іДі/ V 1 Г 

Алгеброй Ли группы Aff (R r ) является алгебра aff (R r ), рассмотренная в § 3.5. 
Пусть G — связная полупростая линейная группа в Aff ( R r ) и g — ее алгебра 
Ли. Показать, что G имеет неподвижную точку, т. е. существует элемент ѵ 0 £ R r , 
такой что (s, а) ѵ 0 = ѵ 0 для всех (s, a)£G. [Указание: см. (3.5.4). 1 

6.5. Таблица умножения алгебры Ли 

Пусть G — линейная группа в GL (г, С) и g — ее алгебра Ли. 
Тогда exp (д) порождает компоненту единицы в G. Однако для 
произвольной подалгебры Ли д' с ді (г, С) г: группа, порожден- 
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на я exp (g'), вообще говоря, не замкнута. В самом деле, для одно¬ 
мерной алгебры Ли 

2я Ѵ~\ 0 \ 

О ]/2пУ'^\) 

exp (д 0 ) — незамкнутая однопараметрическая подгруппа в GL (2, 
С). С другой стороны, если g является алгеброй Ли некоторой 
линейной группы, то для X, ГС g, достаточно близких к 0, мы 
имеем exp X exp Y С exp (д). Этот факт может быть обобщен 
на произвольные подалгебры Ли в gl (г, C)r, и это и будет пред¬ 
метом рассмотрения настоящего параграфа. 

Для X, Y С gl (г, С) положим 

(1) /(X, Y) = In (exp X exp Y) 

oo / oo oo 

(~i ) /+1 / V _*i V iL 

j \LmX k\ /I 

/=1 \ *=0 /=0 

Существует такая окрестность U точки 0 в gl (г, С), что степенной 
ряд / (X, Y) абсолютно сходится при X, Y£ U. 

Далее для X £ gl (г, С) положим 

( 2 ) = = 

/= 1 

Степенной ряд ср (X) можно записать формально как 

^ , Ѵ ч exp ad X — 1 
adX 

хотя det (ad X) = 0; этот ряд сходится для любого X, ввиду того 
что числовой степенной ряд 

ехр 2—1 1 , 2 , 2 й , 

■ I 1 + “2Г + ж + ■ ■ ■ 

сходится для всех z£C (см. упр. 3 § 6.3). Таким образом, 
Ф (X) — корректно определенное линейное преобразование век¬ 
торного пространства gl (г, С). 

(6.5.1) Для X, ГС ді (г, С) и ЯСС 

exp (X + ЯГ) exp (—X) = 1 + Xq> (X) Г + О (Г), 

exp (—X) exp (X + ЯГ) = 1 + tap (—X) Y + О (Я 2 ), 

где О (Я 2 ) обозначает некоторый степенной ряд от Я, начинающийся 
с члена с Я 2 . 





7 М. Гото, Ф. Гроссханс 
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Доказательство. Зафиксируем XCgI(r, С) и определим эле¬ 
менты L, R и Ѳ = ad X алгебры gl (gl (г, С)) формулами LZ 
= XZ , RZ = ZX для gl (г, С) и Ѳ = L — R. Ясно, что пре¬ 
образования L, R и Ѳ попарно перестановочны. Положим 

т оо 

/=0 т =О 

Имеем 

exp (X + W) = 1 + (X + ЛК) + + • • • 

= exp X f- /\л|-У -f- О (/У). 

Поскольку L — R + Ѳ, то 

т т j 

Ъп = ^ + Ѳ)/ ^ m_/ = (1 ) QkRi ~ kRm ~ l 

1=0 /= 0 A=0 


m 



fc—0 





m 



£=0 


g kj^rn-k 


Следовательно, 

_ v ѳ* ^ V 0‘ я* 

(m+l)l (ЛН-1)! (m — ft)! (i+l)l /! 

k^rQ i+j=m 


И 

oo oo oo 

VI Фт V 1 ѳ 1 "V Я' 

^ = 2j (rn +i)T = 2 j77+T)T2j — = Ф(Х) exp /?. 

m=0 i=0 /=0 

Поэтому 

tyY = (cp (X) exp R) Y = cp (X) Г exp X. 

Это доказывает первую формулу. 
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Докажем теперь вторую. В силу формулы (6) § 6.1, 

exp (—X) exp (X + kY) 

= exp (—X) exp (X + kY) exp X exp (—X) 

= exp ((exp ad (—X)) (X + XF)) exp (—X) 

- exp (X + к (exp ad (—X)) Y) exp (—X) 

= 1 + к (ф (X) exp ad (—X)) Y + О (X 2 ). 

Но имеет место равенство ф (X) exp ad (—X) = ф (—X), анало¬ 
гичное (и доказываемое аналогично) равенству 

ехр * ~~ ' ехр (—г) = ехр ~~ 1 для г£С. □ 

Пусть d ехр х : gl (г, С) ді (г, С) обозначает инфинитези¬ 
мальное линейное отображение (производную) экспоненциаль¬ 
ного отображения в точке X: 

d ехр х Y = lim . ^Р (У + ЯУ) - ехр X 

Л 

Из (6.5.1) следует, что 

(6.5.2) d ехр х Y = (ф (X) Y) ехр X = ехр X (ф (—X)) Y. 

Поскольку ф (0) — тождественное отображение, ф (X) невы¬ 
рожденно для X, достаточно близких к 0. Для X, Y, Z£ gl (г, С) 
и имеем, в силу (6.5.1), 

ехр (X + А,Х) ехр (К + kZ) 

= ехр X ехр (XX) (1 + кгр (Y) Z + О (к 2 )) ехр Y 
= ехр X (1 + к (X + ф (Y) Z) + О (к 2 )) ехр Y. 

Положим Z = —ф (УГ Х Х и р (к) = f (X + кХ, Y — Яф (У)- Х Х). 
Тогда ехр р (Я) = ехр X (1 + О (X 2 )) ехр Y и -^-ехр р (к) = 0 
при к = 0. Так как 

оо 

р м=2 { ~т (ехр р ^ ~ 1 
/=1 


то -f (0) _ 0. 

Пусть g — подалгебра Ли в gl (г, C)r и £ m } — ба¬ 

зис д. Пусть X = ^ х і Е і и Y = 2 Уі^і принадлежит д; положим 

f (х, у) = Т (лд, ...., х, п \ y L , .... у, п ) -= / (X, Y). 
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Можно считать, что 

(3) f = f 0 + fi + ...» 

где f k = f k (x, у) — однородный многочлен степени k по пере¬ 
менным х ъ ..., х т . В частности, f 0 = 2 Уі^і- Полагая 

(4) <р(У) _1 £, = I а,, 7 (*/)£,, 

/=1 

получаем 

Р (Л.) = f ((1 + Ц *Ѵ Уі - 1 Е а и (у) x- j . 


Заметим, что f и сіц можно определить для (x t ) и (у,), достаточно 
близких к 0. Равенство (0) = 0 влечет теперь равенство 



/’=1 і, І — 1 

Поскольку X, x t = fef/,, имеем 

і 

k fk=^ x i a ij(y)-^~ D fk-v k = \ , 2 , .... 

*. / 

где D обозначает дифференциальный оператор 

/ 


Так как f 0 = то f k = т. е. 

(5) f (х, у) = (exp D) 

Поэтому, в частности, f (. х , у) £ д. Таким образом, мы установили 
следующую теорему: 

(6.5.3) Для X, 7£дІ (г, С), достаточно близких к 0 , элемент 
/ (X, F) — In (exp X exp F) содержится в алгебре Ли , порожден¬ 
ной X и Y. 

Теорема (6.5.3) позволяет нам связать с каждой лиевой под¬ 
алгеброй g алгебры Ли gl (/?, C)r голоморфную функцию /, 
действующую из некоторой окрестности точки (0, 0)£ g X g в g. 
Будем называть f таблицей умножения алгебры Ли д. Предполо¬ 
жим, что структура алгебры Ли в g задается формулами [ Е і9 
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Ejl = HifiijkEk (Cijk(z R) При i, j= 1. m. Тогда (ad Y) E t 

= 2* (ТііСцкУі) E k и ф (К) |g задается матрицей 

1 + — + — 4 - 

где (/, й)-я компонента матрицы С (по отношению к базису Е ъ 
..., £ т ) равна 2 а&/ Уі • Следовательно, функции а п - зависят только 
от Отсюда вытекает следующая теорема: 

(6.5.4) Пусть G x и G 2 — линейные группы , а (Эля / = 1, 2 пусть 
д /; — алгебра Ли группы G t и f l) — таблица умножения алгебры 
д t . Предположим , wno существует изоморфизм р алгебры д х яа 
д 2 . Тогда 

/ (рХ, рГ) = р/ (1) (X, Г) 

(Эля X, F С ді> достаточно близких к 0. 

Коротко говоря, таблица умножения алгебры Ли зависит 
только от ее структуры алгебры Ли. 

Замечание. Для любой подалгебры Ли g в gl (г, C)r группа G, 
порожденная exp (д), образует подмногообразие в GL (г, С) 
и является группой Ли относительно подходящей голоморфной 
структуры в G. Такая подгруппа G называется связной подгруппой 
Ли (или аналитической подгруппой) в GL (г, С). Однако в этой 
книге мы не будем рассматривать такие группы. 

(6.5.5) Пусть п — подалгебра Ли в gl (г, C)r, состоящая из 
нильпотентных матриц. Тогда ехр (п) есть линейная группа 
и отображение ехр: п ехр (п) биголоморфно. 

Доказательство. Пусть п (г, С) = {(^/)6дІ (г, С): x it = 0 
(і > /)} и N (г, С) = {1 + X: Х£п (г, С)}. Ясно, что n (г,'С) — 
алгебра Ли алгебраической группы N (г, С). Далее, как ехр X 
для Х£п (г, С), так и In а для a£N (г, С) являются много¬ 
членами степени г — 1 от X и а — 1 соответственно и определяют 
биголоморфное соответствие между п (г, С) и N (г, С). 

В силу упр. 3 § 1.3, мы можем считать, что к с it (г, С). 
Тогда функция / (X, Y) = In (ехр X ехр Y ) определена всюду на 
п X п. Так как f голоморфна и / (X, К)£п для X, К, достаточно 
близких к 0, то /(X, У)£п для всех (X, Y)£n X п. Отсюда 
следует, что ехр (п) — группа. Поскольку подалгебра п, очевидно, 
замкнута в п ( г , С), группа ехр (п) замкнута в N (г, С). □ 

Упражнение 1. Линейные группы G x и G 2 называются локально-изоморфными , 
если существует биголоморфное отображение а некоторой окрестности U еди¬ 
ницы в G x на некоторую окрестность единицы в G 2 , такое что для любых a, b £ U, 
для которых ab£U , справедливо равенство о (ab) = о (а) сг (Ь). Доказать, 
что G x и G 2 локально-изоморфны тогда и только тогда, когда их алгебры Ли 
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д х и д 2 изоморфны. [Указание. Если G x и G 2 локально-изоморфны, то о* = 
= ІпОоОехр является биголоморфным отображением некоторой окрестности 
точки 0 в алгебре g x в алгебру g 2 . Используя формулы (4) и (5) §6.1, пока¬ 
зать, что a* (XX + Y) = + а*К и о* ([X, Y ]) = [о*Х, а* У] для тех 

X, У£д х и X£R, для которых все эти выражения определены. Обратное 
утверждение непосредственно следует из (6.5.4).] 

Упражнение 2. Пусть X принадлежит gl (г , С). Дать необходимое и достаточ¬ 
ное условие (в терминах собственных значений матрицы X) того, что det ( d expx 
= 0. 

Ответ : существует пара X, р, собственных значений, для которых X — р) 
= 2л V —1/, где /GZ\{°}- [Указание . Прежде всего, ср (X) невырожденно 

тогда и только тогда, когда adX не имеет собственных значений вида 2л V —1 /, 
/£2\{0}- Далее, если {Я 1? ...,Х Г ) —множество всех собственных значений 
матрицы X , то {Xf — Xj\ i, j ~ 1, ..., г) есть множество собственных значений 
преобразования ad ЛГ. ] 


6.6. Разложения Ивасавы полупростых линейных групп 

Пусть \с х , ..., с г \ — некоторый базис в С г . Напомним извест¬ 
ный метод (процесс Шмидта) построения ортонормированной 
системы векторов (относительно скалярного произведения 
( v i)'( w i) = Jj v i w i)y исходя из системы с г , с 2 , .... Прежде всего 
полагаем 


е{ = И, 



е Г С 2 


е[ 


с 2> 


е'з 


е \' с ?> 



е 2 * е 2 


Н“ ^3» 


Тогда е \■ е) = 0 при і Ф /. Будем обозначать через [А, ь ..., Х г ] 
диагональную матрицу (А,Д у ). Далее, пусть е ь - e t 7||ej||, і = 1, 
..., г. Рассматривая элементы пространства С г как векторы- 
столбцы, имеем 

Г 


(<"ь 


С г) = (е'и 


е'г) 


1 


\0 
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По построению элементы е\ у . е г и соответственно компоненты 
трех матриц в правой части последнего равенства голоморфно 
зависят от с ІУ ..., с г . Поскольку е ь -е> = 8 /у , матрица (е ІУ ..., е г ) 
унитарна, т. е. (е ІУ . e r ) С U (г). Обозначим через D + (г) группу 
всех диагональных матриц [А, ь с положительными А,,., 

1 < і < г. Для Р = R или С положим 

W (Г,Р) = Uy,-/) € GL (r,P): Yi/ = 0 (і > /) и Yll = Y 22 = ••• 

= Yrr = П- 

Очевидно, D + (г) N (г, С) — линейная группа и 

І> (г) П N (г, С) = 1, U (г) П D + (г) N (г, С) - 1. 

Следовательно, полученное выше разложение матрицы (с ІУ с г ) 
единственно. 

Рассуждая аналогично и в случае пространства R r , получаем 
следующий результат: 

(б.Ь.іу^Всякий элемент группы GL (г, С) может быть единствен¬ 
ным способом записан в виде 


е • [А у , ..., АД • 


1 *) 
1 


0 1 


где е £ U (г) и все А,- положительны. Это определяет разложение 
GL (г, С) как голоморфного многообразия в прямое произведение 
U (г) X D+ (г) X N (г, С). При этом многообразие U (г) компактно , 
D + (г) биголоморфно R r и N (г, С) С -биголоморфно С' (''-d/s. 
Аналогичное разложение для группы GL (г, R) имеет вид 

GL (r y R) = О (г) D + (г) N (г, R). 


Теперь нам понадобятся некоторые результаты об алгебре 
Й (г, С). Пусть <5 (г) обозначает симметрическую группу на 
множестве {1, 2, ..., г}. Для р С © ( г ) положим 

6 (и) = (<V (i)j )> 

где (8 /у ) =■ 1 Г . Матрицы 8 (р) называют матрицами перестановки . 
Очевидно, 8 (р) ^ О(г) и 

8 (рѵ) = 8 (р) 8 (ѵ) (р, V С ® (г)). 

Положим 

гг (р) X — 8 (р) Х8 (р)" 1 для X С Й (г, С). 
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Ясно, что так определенное преобразование о (р) есть автоморфизм 
алгебры Й (г, С). 

Обозначим через sdiag (г, Р) множество всех диагональных 
Матриц из Й (г, Р ). Очевидно, sdiag (г, С) является подалгеброй 
Картана в Й (г, С) и 

(1) СГ (р) (1)» •••> ^Р(г)1- 

В частности, о (р) оставляет на месте алгебру sdiag (г, С). Пусть 
А (г) — совокупность всех корней алгебры Й (г, С) относительно 
sdiag (г, С). При помощи отображения h —> мы можем ото¬ 

ждествить А (г) с некоторым подмножеством в sdiag (г, R): 

А (Г) = | е !/ = -27- (8 t - е у ): / # / J , 

где в/ = [0, ..., О, 1,0, ...» О] (/ на і-м месте) (см. § 2.7), и, согласно 
упр. 1 § 5.2, группа Вейля совпадает с симметрической группой 
$ (г), стандартно действующей на sdiag (г, R). С учетом (1) легко 
видеть, что группа Вейля является ограничением группы о (3(г)) 
на sdiag (г, R). Мы знаем также, что корневое подпространство 
С Е г .. совпадает с С E ljy где Ец — матрица, у которой (/, /)-я 
компонента равна 1, а все остальные равны 0. 

Для Р = R или С положим 

« (г. Я) = {(&„•) € ді (Г, Р): It, = 0 (i> j)}. 

Ясно, что п (г, Р) есть алгебра Ли группы N (г, Р). Если ввести 
в sdiag (г, R) линейное упорядочение ^§>, при котором я 0 (г) 
= {е,-,,+!: і --- 1, .... г — 1} будет совокупностью всех простых 
корней, то 

I C£p = tt(r,C). 

Э » о 

Предположим, что > — какое-либо другое упорядочение и я (г) — 
совокупность всех простых корней относительно этого упорядоче¬ 
ния. В силу (5.2.3)* найдется перестановка р £ <3 (г) (рассматри¬ 
ваемая как линейное преобразование в sdiag (г, С)), для которой 
ря (г) = я 0 (г). Поскольку Р > 0 влечет рР > 0 для Р £ А (г), 
мы имеем 

ст (р) Г- С£р = п (г,С). 

3 >0 

Итак, справедлив такой результат: 

(6.6.2) Для любого упорядочения > в А (г) существует такая 
перестановка р £ © (г), что 

О (ц) ( Г С£р) = б (р) ( X СЕр) б (р)- 1 = «(г,С). 

Э > о р > о 
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Теперь мы готовы к доказательству следующей теоремы: 

(6.6,3) Пусть g — полупростая алгебра Ли в gl (г, R) и д = f 
+ а + п — ее разложение Ивасавы. Тогда существует такой 
элемент s С GL (г, R), что 

sts" 1 а о (г), sas _1 d sdiag (r,R), sns -1 с= n (r,R). 

Доказательство. Пусть д = f + Р — разложение Картана ал¬ 
гебры д. Согласно (6.4.6), существует элемент b С GL (/*, R), 
такой что 

btb _1 d о (г) и byb” 1 с d 3 (г). 

Поэтому мы будем предполагать в дальнейшем, что 

(2) ! со (г) и !pd3(r). 

Поскольку а — абелева подалгебра в 3 (г), можно найти такой 
элемент и С О, что иаи~ г d sdiag (г, R) (упр. 4 § 6.3). Тогда 
иіи _1 с= о (г) и мри -1 с: 3 (г); поэтому мы можем предположить 
дополнительно, что 

(3) a d sdiag (г, R). 

Пусть Н ІУ ..., H h — какой-нибудь базис в а. Выберем H h+ly 
..., Н г _ х так, чтобы множество \Н ІУ ..., H hy ..., Я,^} образовы¬ 
вало базис в sdiag (г, R). Положим д = д + V —1д с= ЗІ (г, С). 
Пусть t) — подалгебра Картана алгебры д, содержащая а. Тогда 

д = $ + X СХ Ѵ , 

7 6 А 

где А — корневая система алгебры д относительно подалгебры 
Картана f) и [Я, Х у ] = у (Я) Х ѵ для Я £ К Обозначим через 
Д + совокупность всех корней у С А, для которых 

у (Я,) = ... = у (Я/_і) = 0, 
у (Я/) > 0 при некотором t = 1, ..., h. 

Как было показано в § 4.7, 
п = дП Т СХ Т 

7 G А+ 

Пусть > — упорядочение в А (г), определяемое базисом 
\Н Ъ ..., Я г _і}. Пусть у принадлежит Д + и 

Х у = У kijEij, Х ч С С. 

*./=і 

Применяя ad Я (Я С а ) к обеим частям равенства, получим 

Г К іУ (Н) Еі- = Тк ч г и (Н)Е ч . 
іФІ 
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Следовательно, если k Lj Ф 0, то і Ф j и у ( Я ) £ /у (Я) для всех 

Я С В силу выбора упорядочения в А ( г ), в /у > 0. Поэтому 
Х ѵ С 2із>оС£р. Значит, согласно (6.6.2), найдется такая пере¬ 
становка \і С © (г), что 

а(ц.)( X 1 ' ОА" ѵ ) с: п (г,С) и a((i)ncu(r,R). 
ѵ £л+ 

С другой стороны, a (р) f с= о (г) и a (р) a cz sdiag (г, R). [] 

Для того чтобы получить глобальный вариант теоремы (6.6.3), 
нам понадобятся некоторые подготовительные результаты. 

(6.6.4) Пусть А и В — связные линейные группы в GL (г, С) 
с алгебрами Ли а и b соответственно. Если [а, Ь] с= Ь, то А В 
= В Л а Л В — группа. 

Доказательство. Пусть X f а и КС Ь. В силу формулы (6) 

§ 6.1, 

ехрХ-У-ехр(—X) = exp (ad X) К — У | [ A ,V 7 J 

-\-±[X,[X, ПИ ... £ b 

И 

exp X-exp У -exp (— X ) = 

= exp (exp ХУ-ехр (—X)) C exp (b). 

Поскольку exp (а) порождает Л, для x С А мы имеем 
л: exp (b) x' 1 a exp (b), а поскольку exp (b) порождает В, то 
xBx~ l а В. Следовательно, AB = BA и ЛВ — группа. О 

(6.6.5) Пусть G — связная линейная группа , К — компактная 
подгруппа , а Н — замкнутая подгруппа в G. Пусть д, І и I) — 
алгебры Ли групп G, К и Н соответственно. Если д = f + I), 
то G = КН = ЯХ. 

Доказательство. Пусть \х } } —произвольная последовательность 
в X, а |у у | — произвольная последовательность в Я, и пусть 
lim Х;У] = z С G. Поскольку X компактна, найдется такая под¬ 
последовательность |х,'| последовательности |х у }, что lim x jt 
— х 0 С X. Тогда lim *//' = хДг С Я. Следовательно, г С ХЯ 
и множество ХЯ замкнуто в G. 

Выберем теперь подпространство q и I), такое что I) = (! П 1)) 
+ q, (f П W П q ■= 0. Так как g = f + t), to g = f + q, I П q 
= 0. Поскольку отображение 

fxq Э (Х,У)і— > exp X exp У C G 

биголоморфно в надлежащей окрестности точки (0, 0), множество 
exp (f) exp (q), содержащееся в exp (f) exp (()), содержит неко- 
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торую окрестность единицы в G. Поэтому для любых х £ К и 
у £ Н множество х exp (1) exp (I)) у а КН является окрестностью 
точки ху в G. Следовательно, КН открыто. 

Поскольку группа G связна, мы заключаем, что G = КН. Q 

Теперь мы готовы к доказательству следующей теоремы: 

(6.6.6) Теорема. Пусть G — связная полупростая линейная 
группа в GL (г, R). При подходящем выборе элемента s С GL (г, R) 
группа s~ l Gs содержит замкнутые подгруппы 

К а О (г), AczD + (r) и N с= N (r,R), 

такие что всякий элемент х из s~ 1 Gs может быть единственным 
образом записан в виде х = х г х 2 х 3 (х х С К, х 2 С Л, х 3 С N)> 
и это определяет биголоморфное отображение из G на К X А X N. 
Отметим , экспоненциальные отображения в А и N биголо¬ 

мор фны. 

Доказательство. Мы сохраняем обозначения из (6.6.3). Пусть К — 
группа, порожденная exp (f). В силу (6.4.6), она замкнута в О (г) 
п компактна. Далее, так как отображение 

diag(r,R) Э [Я,, ..., % s ] і-ИехрА^, ..., exp ЯД С £> + (г) 

биголоморфно, то А = ехр (а) — замкнутая подгруппа в D + (г). 
Согласно (6.5.5), N = ехр (п) — замкнутая подгруппа в N (г, R). 
Поскольку [а, пі с= п, множество ЛіУ является группой, в силу 
(6.6.4). Так как D + (г) N (г, R) как топологическое пространство 
есть прямое произведение D + (г) X N (г, R), А замкнуто в D + (г), 
а N замкнуто в N (г, R), то множество AN замкнуто. Следова¬ 
тельно, AN — линейная группа. Поскольку 

dim AN = dim А + dim N = dim a + dim n 


= dim (a + n), 

причем и a и n содержатся в алгебре Ли группы AN , мы видим, 
что алгебра Ли группы AN совпадает с а + п. 

Так как !+(а + п)=ди/С компактна, то G = KAN , в силу 
(6.6.5). D 

Упражнение 1. Пусть д — полупростая подалгебра (над С) алгебры ді (г, С) 
и G — комплексная линейная группа, порожденная ехр (д). Сформулировать 
и доказать утверждение о разложениях Ивасавы группы G в GL (г, С). 

Упражнение 2. Пусть Ц-) обозначает тело кватернионов, т. е. Ц-) = Rl + Ri 
+ Rj + IRA?, где і 2 / 2 — k 2 = —1, ij — k, jk — i и ki = j. Установить тео¬ 
рему, аналогичную (6.6.1), для матриц над [-). 
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6.7. Построение линейной группы по алгебре Ли 

Пусть I — алгебра Ли над R. Согласно (1.10.1), у нее суще¬ 
ствует хотя бы одно точное представление. Целью настоящего 
параграфа является прямое доказательство следующей теоремы: 


(6.7.1) Для всякой алгебры Ли I над R существует линейная 
группа L , алгебра Ли которой изоморфна I. 


Доказательство, Пусть V — векторное пространство над С и 
(Ѵ у f) —точное представление алгебры I. Выбирая в V подходя¬ 
щий базис, мы можем считать, что для всех X £ I 


(1) t(X) 


Гі 

мЖ 

Г 2_ 

f 2 (X) 


* 


езИсС), 


[о F k (X) I 

где /д, ..., F k —неприводимые представления алгебры I размер¬ 
ностей /д, ..., r k соответственно. Пусть L* — группа, порожденная 
ехр (/(!)). Тогда для любого X £ 1 матрицы f (X)/, / = 0, 1, 
2, и exp (/ (X)) также имеют вид (1). Отсюда следует, что для 
всякого а £ L* мы имеем 


( 2 ) 


Fj. (а) 


а = 


Г 2 

F* (а) 


* 


6 ОЦг, С). 


о 


Fk (а )I 


Пусть У — вполне приводимое представление алгебры I, 
циированное с /: 

I FAX) 


(3) У (X) 


[0 


для X £ I. 


ассо* 


F k (X) 




6.7. Построение линейной группы по алгебре Ли 205 


Согласно (1.4.11), F. ([I, 1]) для каждого і является неприводи¬ 
мой полупростой алгеброй Ли. Пусть g — максимальная полу¬ 
простая подалгебра в I. В силу (3.5.3), F { ([I, 1]) = F t (g), т. е. 
каждое из представлений F t определяет неприводимое представле¬ 
ние алгебры д. Поскольку всякое представление алгебры g вполне 
приводимо (см. (3.4.4)), найдется элемент s £ GL (г, С), такой что 

(4) f(X) =sf' (X)s-' при X С g 

(в силу теоремы Жордана—Гёльдера). Пусть G — группа, поро¬ 
жденная ехр (/ (д)) в GL (г, С). В силу (6.4.4), она замкнута. 
Для а С положим 

F i («) 

F 2 (а) 

(5) Г (а) = 

0 Fk (а)) 

Ясно, что аѵ— > f' (а) — гомоморфизм групп. Из (4) вытекает, что 

(6) а = sf' (a) s~ 1 для а С G. 

Далее, пусть п — радикал алгебры 1 (1) = II, 1]. Так как 
g = [g, g 1 cz: I (1) , то l (1) = g + tt, g П ^ = 0, согласно (3.5.3), 
2). Из доказательства теоремы (2.1.7) следует, кроме того, что 
/' (п) = 0. Поэтому N = ехр / (п) есть линейная группа, в силу 
(6.5.5), и 

/' (Ь) = 1 для b £ N. 

Ввиду (6.5.5), GN является группой, ибо [g, n] с it, а по¬ 
скольку /' ( N ) = 1, из (6) вытекает, что G а N = 1. Таким обра¬ 
зом, отображение G X N Э (я, Ь) ab С GN взаимно-одно¬ 
значно и голоморфно. С другой стороны, sf' (ab) s" 1 = sf' (a) s' 1 
= а и отображение ab^—^a непрерывно, а потому непрерывно и 
отображение ab b. Следовательно, группа GN гомеоморфна 
G X X; в частности, она локально-компактна. 

Покажем, что всякая локально-компактная подгруппа А 
группы Ли обязательно замкнута. Поскольку А локально-ком- 
дактна, она открыта в своем замыкании А. Далее, дополнение 
А/А группы А в А есть объединение классов смежности вида 
сА_(с С Л\Л) и потому открыто в А. Следовательно, А замкнута 
в Л, а значит, А = А. 

Итак, GN = L (1) —линейная группа. Ее алгеброй Ли будет, 
очевидно, І (1) = g + tt. 
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Пусть dim І/І (1) = р. Выберем такие элементы £ ь ..., £ р » 
что I == Z (1) + R£i + ... + RE P . Если, как обычно, [J^, ..., 
Х г ] обозначает диагональную матрицу с диагональными элемен¬ 
тами то, полагая для любых ..., £ R 

А(І (1) +ЛА+... + уд= ...,у 6 ді(Р,С), 

мы получим некоторое представление алгебры I. Обозначим через f 
сумму представлений / и / х . 

Так как R Э ^ >—> exp f (КЕ Х ) i— >ехр X есть последователь¬ 
ность двух непрерывных взаимно-однозначных отображений и 
Хн- >ехр А, — гомеоморфизм, то множество exp f (R E t ) = H t го- 
меоморфно R и потому локально-компактно. Следовательно, 
Ні — замкнутая подгруппа в QL (г + р, С). 

Обозначим теперь через L (1) группу, порожденную exp f (І П) ). 
Ясно, что 



и что L (1) замкнута в GL (г + р,С). Из включения I E ly І (1) I с= I (1) 
следует, что Я г £ (1) группа (снова в силу (6.6.4)). Поэтому, 
используя равенство 

,ехр fikEJ 0 

ехр / (Аід = I exp А 

(о 1р , 

легко проверить, что L (1) П Я х — 1, отображение L (1) X Н х 
Э (о, d)v->cd С L (1) Н ± — гомеоморфизм и группа І (1) Я замкнута. 

Аналогичные рассуждения показыва оі ,что L = £ (1) Я Х ... Н р — 
замкнутая подгруппа в GL (г + р. С), гомеоморфная L (1) 
X Н г X ... X Н р = І* 1 * X R* 7 , и алгебра Ли группы L совпа- 
дает с f (I). О 

Модифицируя это доказательство, нетрудно получить следую¬ 
щее утверждение: 

(6.7.2) Для всякой алгебры Ли I над С существует комплексная 
линейная группа L, алгебра Ли которой изоморфна I. 

Чтобы двигаться дальше, нам необходим такой результат: 

(6.7.3) Пусть А компактная подгруппа в GL (г, С). Тогда 
существует элемент s С GL (/% С), для которого sAs~ J с U (г), 
При этом, если A a GL (г, R), то жожяо подоброть s о GL (г, R), 
такое что s As~ 1 сг О (г). 

(Это сразу следует из существования меры Хаара; см. ІШе- 
валле] и [Понтрягин ].) 
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(6.7.4) Для всякой компактной алгебры Ли D существует ком¬ 
пактная линейная группа V , алгебра Ли которой изоморфна D. 
Обратно у алгебра Ли всякой компактной линейной группы компакт¬ 
на. 


Доказательство. Как мы видели в § 4.3, D и © і, где и 
некоторый компактный полупростой идеал, а S — центр алгебры D. 

Поскольку алгебра и полупроста, Ad (и) — линейная группа 
(см. (6.2.4.)). Так как и компактна, то существует скалярное про¬ 
изведение ф на и, инвариантное относительно и. Пусть {E lt ..., 
Е г \ — базис в и, для которого ф (E i , Ej) = 6 tj . При таком 
выборе базиса ad (it) можно отождествить с некоторой подалгеб¬ 
рой в о (г). Следовательно, Ad (и) с= О (г), и, поскольку группа 
О (г) компактна, группа Ad (и) также компактна. 

Пусть dim z = р. Тогда множество V всех матриц вида 


( а 0 ') 

\0 , ■Лр\) 

где a £ Ad (и) и 


€ GL (r + p, С), 


{V •••, M = [exp (Г— lXj), exp (Г — U P )J 

при A 1( ..., X fl £ R, 

является компактной линейной группой и ее алгебра Ли изоморф¬ 
на і>. 

Обратное очевидно в силу (6.7.3). Q 


Упражнение 1. Пусть в доказательстве теоремы (6.7.1) элементы Е г , ..., Е р 
принадлежат радикалу алгебры I. Показать, что существует линейная группа R , 
гомеоморфная IR* 7 , алгебра Ли которой совпадает с радикалом алгебры L. Кроме 
того, 

L = GR, G П R = 1 


и L биголоморфна G X R, где G — линейная группа, порожденная exp f (g). 
Это дает глобальный вариант теоремы (3.5.1). 

Упражнение 2. Связная линейная группа с компактной алгеброй Ли может 
не быть компактной. [ Указание : найдите абелеву некомпактную линейную 
группу.] 


6.8. Флаговые многообразия 

В этом параграфе нам понадобится понятие факторпространст- 
ва линейной группы. Пусть G с L — замкнутые подгруппы 
в GL ( Гу С). Обозначим через L/G совокупность всех левых 
классов смежности: L/G = \aG : а £ L}, и через я — естествен¬ 
ную проекцию L Э cty-^aG £ LIG. Мы называем подмножество 
В в LIG открытым , если существует открытое множество А 
в L, для которого я ( А) = В. Легко видеть, что L/G становится 
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хаусдорфовым пространством при таком определении семейства 
открытых множеств и что отображение 

L X E/G 3 (^» b G) і —^ abG ^ EIG 
непрерывно и открыто. 

Пусть j с I — алгебры Ли групп G и L соответственно. 
Выберем подпространство р в I, такое что I = g + Р, g П р = 0. 
Как и при доказательстве теоремы (6.1.3), можно найти такие 
окрестности д 0 и ро нуля в д и р соответственно, что отображение 

?о X д 0 3 (*, ^ exp X • exp Y £ L 

биголоморфно и (ехр (’ро) ехр (д 0 )) П G = ехр (д 0 ). Подберем ок¬ 
рестность ро = —ро с ІРо нуля в р, настолько малую, чтобы 
(ехр (ір 0 ))' 2 (= ехр (іро) ехр (д 0 ). Тогда (ехр Ор 0 )) 2 П G = 1, откуда 
следует, что отображение 

р 0 3 X — > л (ехр X) С L/G 

взаимно-однозначно и является гомеоморфизмом на некоторую 
окрестность элемента л (1) в L/G. Следовательно, используя отоб¬ 
ражение, обратное к отображению р 0 3 Ху—> cm (ехр X ), мы можем 
ввести локальную систему координат в окрестности л (а ехр (р 0 )) 
элемента л (а). Отпуская подробное доказательство, сформули¬ 
руем следующую теорему (читатель может обратиться к книге 
[Шевалле ]): 

(6.8.1) Пусть L — линейная группа и G — ее замкнутая под¬ 
группа. Тогда факторпространство LIG обладает голоморфной 
структурой , согласованной с топологией факторпространства 
и такой , что L является голоморфным расслоением над LIG 
(т. е. L локально устроено как прямое произведение LIG на G и 
отображение L X LIG 3 (a, b G) \—> abG £ LIG голоморфно). 

В случае когда L и G комплексны, LIG будет С-голоморфным 
многообразием, и мы можем заменить в приведенном выше ут¬ 
верждении «голоморфный» на «С-голоморфный». 

Теперь нам нужен следующий результат: 

(6.8.2) Пусть G — линейная группа , К и Н — ее замкнутые под¬ 
группы. Если К компактна и G — КН , то отображение 
К!К П Н 3 а (К П Н) і— > аН £ GIH сюръективно и биголо¬ 
морфно (это можно записать так: КНІН ^ К/(К П #)). 

Доказательство. Отображение К 3 а ь-> аН С GIH непрерывно 
и сюръективно и индуцирует взаимно-однозначное отобра¬ 
жение ф из К/(К П Н) на GIH. Поскольку группа К/(К П Н) 
компактна, ф — является гомеоморфизмом. 
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Обозначим через g, f и I) алгебры Ли групп G, К и Я соот¬ 
ветственно. Тогда алгеброй Ли группы К П Я будет ! П f) и 

dim ! — dim (f f| £)) = dim g — dim l) = dim G/H. 

Следовательно, dim g = dim f + dim 1) — dim (f f| W и g = f 
+ 'i). Выберем подпространство V в I, такое что f = (f f| 5) + IP 
и (f П W П P = 0. Тогда имеем g = § + $, ^ f] ? = 0- Поэтому 
для достаточно малой окрестности % нуля в р и для любого а £ К 
оба отображения !р 0 Э X \—>аех р Х-Я £ G /Я и !р 0 Э Хі— >аехр X 
X (Я П Я) £ /С//С П Я биголоморфны. Q 

Пусть Р (г) обозначает совокупность всех верхне-треугольных 
матриц из GL (г, С). Ясно, что Р (г) — алгебраическая группа 
и ее алгебра Ли :р (г) совпадает с множеством всех верхне-треу¬ 
гольных матриц. Пусть, далее, U (г) — группа всех унитарных 
матриц из GL (г, С), и (г) — алгебра Ли группы U (г) и Т (г) — 
подгруппа в U (г), состоящая из всех диагональных матриц 
[е ь г, ] с КІ = ... = |е г | = 1. 

Тоги 

T(r) = U(r) П Р(г). 

Для каждой матрицы X = (хц) £ gl (г, С) зададим матрицу 
У = (#,/), полагая у Г] = х и (і_> /) и y ij = 0 (і < /). Тогда 
К — £ и (г) и X — (У — *Y) £ V (г). Следовательно, и (г) 
+ !р (г) = gl (г, С). Так как группа U (г) компактна, то 

GL (г , С) = U (г) Р (г), 

в силу (6.6.5), и многообразия F (г) = GL (г, С)/Р (г) и U (г)/Т (г) 
биголоморфны, в силу (6.8.2). Так как группа Р (г) алгебраична 
и комплексна, то F (г) есть С-голоморфное многообразие, и при¬ 
том компактное, ибо U (г )/Т (г) компактно. 

Пусть теперь q (г) обозначает совокупность всех нижне-тре¬ 
угольных матриц с нулевыми элементами на диагонали. Ясно, 
что q (г) — нильпотентная алгебра Ли и 

Q ( r ) — exp (q (г)) = {1 4- Х:Х £ q(r)} 

— алгебраическая группа в GL (г, С). 

Далее, для всякого а = (a ij ) £ GL (г, С) положим 

г)(а)= П 
і=і 

и 

I (г) = \а С GL (г, С): л (а) = 0}. 

Очевидно, I (г) Р (г) = I (г), 
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(6.8.3) 1) GL (г, С) = Q (г) Р (г) U / (г) (дизъюнктное объеди¬ 
няй?). 

2) І(г)Р(г)=І(г). 

3) Всякая матрица а — (a ij ) £ GL (г, С)\І (г) может быть 
единственным образом записана в виде 

а = ji (а) X (а), где р (а) £ Q (г), ^ (а) £ Р (г), 

причем элементы матриц р (а) ^ X (а) а/ть рациональные функ¬ 
ции от a,j ( i , / =5 1, ..., л. 

Доказательство. Проведем индукцию по г. Случай г = 1 триви¬ 
ален. 

Пусть а, Ь, с, и d — матрицы размера (г — 1) X (г — 1), 

(г — 1) X 1, 1 X (г — 1) и 1 X 1 соответственно. Если (let а 
Ф 0, то 

( а ь \ == ( 1 '- 1 °)( а ь ) 

\ с сі) \ саГ 1 1 L ) \ 0 d — ca l b ) 


0 \ (а 0 \ 

Дг-1 

гГ 1 /; \ 

iJU 1 J 

U 

d — са~Ч>) 


(а Ь\ 

далее, если ( ^ j Ф I (г), то а Ф I (г — 

Тем самым мы свели дело к случаю г — 1. [| 

Замечание. Разложение из (6.8.3) является частью разложения 
Брюа 

GL (г, С) =5 UQ (г) sP (г) (дизъюнктное объединение), 

где s пробегает все матрицы перестановки (определенные в § 6.6). 

Пусть g — полупростая алгебра Ли над С, f) — ее подалгебра 
Картана и Рі > Р 2 > > Ра? > 0 —совокупность всех поло¬ 

жительных корней относительно некоторого фиксированного упо¬ 
рядочения. Пусть Н ІУ ..., Я/ —базис в I) и {Я±р.‘. і = 1, ...» 

— базис Вейля (см. § 5.1) алгебры g по модулю t). Положим 

Хі = Е$ іУ і = 1, ..., k, 

^k+jH j , / : = 1 , •. •, /, 

X k+l+i — k-i +Г І == ^’ ■*’> 

Тогда {Xi, ..., X r (r = / + 2£)| — базис в g. Для удобства 
будем отождествлять S £ gl (g) с матрицей D £ gl (г, С), пред- 
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ставляющей 6 в базисе Х ь ..., Х г . Кроме того, для всякой под¬ 
алгебры Ли m в gl (г, C)r будем использовать обозначения 

ad (от) - {ad X: X £ ж| с gl (g) - gl (г, С), 

Ad (m) — подгруппа в GL (г, С), порожденная exp (ad (m)). 
Положим 

Р — Ь Н~ X СРр, q = С£_р. 

3>о р>о 

Ясно, что 1) и q — подалгебры в g и 

9 = q + q П £ = 0, ad (q) d q (r), ad ft) c= p (r). 

Поскольку Aut (g) — алгебраическая группа в GL (г, С), 
ее компонента единицы Ad (g) также является алгебраической 
группой, по известной теореме алгебраической геометрии. 

(6.8.4) Ad (q) и Ad (р) — алгебраические группы , и 

Ad (g) Ad (q)-Ad (p) U / (дизъюнктное объединение ), 

/ Ad Op) /, 

где 

l - Ad (g) П I ('')• 

(Ad (p) называется подгруппой Бореля в Ad (g).) 

Доказательство. Функция г\ С-голоморфна на Ad (g) и, очевидно, 
не равна нулю тождественно. Следовательно, / = {а С Ad (g): 
r\ (а) = 0} имеет (топологическую) размерность, не большую 
чем dim Ad (g) — 2. Следовательно, множество Ad (д)\/ связно. 

Пусть а принадлежит Ad (д)\/. Тогда а можно записать 
в виде 

а = р (а) X (а), где р (а) £ Q (г), X (а) £ Р (г). 

Пусть / — многочлен от п 2 переменных, равный нулю на алге¬ 
браической группе Ad (g). Если матрица а = (а /у ) достаточно 
близка к 1, то 

а = exp (ad X) • exp (ad К), X £ q, К £ р. 

Следовательно, р (а) — exp (ad X) и / (р (а)) — 0. Поскольку 
fop — рациональная функция от a i j и множество Ad (g) \ / 
связно, мы заключаем, что f (р (а)) = 0 для всех а £ Ad (g) Ч ѵ /, 
а значит, p (a) £ Ad (g). Аналогично X (a) C Ad (g). Положим 

Ad(g) П Q (0 = Q, Ad (g) П P (r) = P. 

Тогда Ad (g) \ I = QP, где Q и P — алгебраические группы, 
содержащие Ad (q) и Ad (p) соответственно. Так как пространство 
Ad (g) \ I связно и QP гомеоморфно Q X P, to Q и P связны и 
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Q = Ad (q), Р = Ad (р). Далее, из равенства I (г) Р (г) — I (г) 
следует, что /-Ad (р) с I (г) П Ad (g) = /. Q 

Рассмотрим компактную вещественную форму и алгебры g : 

, и + 1 + S R + ^-Ру) + (£ру — fi-Py) t = tf) r 

Поскольку к компактна и полупроста, Ad (u) — компактная 
группа (это вытекает из доказательства теоремы (6.7.4)), и легко 
видеть, что и + р = q. В силу (6.6.5) и (6.8.2), имеем 

Ad (g) = Ad (it) • Ad (p) 


и 

Ad (g)/Ad (p) - Ad (u)/(Ad (p) f| Ad (u)). 

Докажем, что Ad (p) f| Ad (u) = Ad (t). Так как алгебра t 
коммутативна, то Ad (t) — абелева группа, а значит, абелевой 
группой будет и ее замыкание. Согласно (6.1.6), алгебра Ли t' 
этого замыкания абелева. Так как t — максимальная абелева 
подалгебра в и, то t' = ad (t) и группа Ad (t) замкнута. По¬ 
скольку Ad (и) компактна, то и Ad (t) компактна. С другой сто¬ 
роны, ad (I jLiC ) — алгебра Ли, состоящая из нильпотент- 
ных линейных преобразований, и 

Ad ( !• С^ру j exp |^ad ^ } С£р у j j 

не содержит компактных подгрупп. Легко видеть, что 
Ad (р) = Ad (t) • Ad (\. С£ Р/ ), Ad (t) П Ad (£ C£p.) - 1. 

Поэтому Ad (u) П Ad (p) — компактная группа, содержащая 
Ad (t). Следовательно, Ad (u) f| Ad (p) = Ad (t). 

Определение. Для всякой компактной полупростой алгебры 
Ли и 

F (u) - Ad (u)/Ad (t) 

называется флаговым многообразием. 

F (и) является компактным С-голоморфным многообразием, 
поскольку оно биголоморфно Ad (g)/Ad (р). 

Теперь нам понадобится следующая лемма: 

(6.8 .Ъ) Пусть М — связное дифференцируемое многообразие и 
S —- замкнутое подмножество в М , такое что dim 5 < dim М — 2 
Пусть , далее у р принадлежит М \ S и у: [0, 1 ] —> ЛТ — не¬ 
прерывная кривая , удовлетворяющая условию у (0) = у (1) = р. 
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Тогда найдется кривая у\ гомотопная у , которая лежит в 
М \ S и также удовлетворяет условию у' (0) = у' (1) — р, 
(См. [Хелгасон].) 

(6.8.6) Теорема . Всякое флаговое многообразие F (и) односвязно , 

Доказательство. Ad (g) является расслоением с базой F (и) и 
типичным слоем Ad Op). Поскольку /-Ad (р) = /, / есть ограни- 
ничение этого расслоения. Обозначим через /* базу этого ограни¬ 
чения: /* = \а Ad (!р) С F (и): а С /}. Так как dim I < dim f (и) 
— 2, то 

dim /* = dim / — dim Ad (p) < dim F (u) — 2. 

Поскольку F (u) = (Ad (q) Ad (p))/Ad (!p) U (дизъюнктное объ¬ 
единение) и /* замкнуто в F (it), а кроме того, многообразие 
(Ad (q) Ad (p))/Ad (ip) биголоморфно q и односвязно, мы заклю¬ 
чаем на основании (6.8.5), что F (и) односвязно. П 

Упражнение. F (£ц (2)) —двумерная сфера. 


6.9. Теоремы Вейля о компактных группах Ли 

В этом параграфе нам потребуются некоторые элементарные 
сведения о группах Ли. Все необходимые определения и резуль¬ 
таты читатель может найти в ІШевалле], и мы не будем каждый 
раз делать ссылку на эту книгу. Все результаты данного параграфа 
по существу принадлежат Г. Вейлю. 

Мы знаем, что Й (2, С) — единственная с точностью до 
эквивалентности комплексная простая алгебра Ли ранга 1. По¬ 
скольку Зи (2) — компактная вещественная форма алгебры Й 
(2, С), она является единственной компактной (полу)простой 
алгеброй Ли размерности 3, или ранга 1. Связная линейная 
группа, соответствующая (2),—это группа 

SU (2) = _ f):l, ѵе С,|Ч« + Ы 2 =“1Ь 

гомеоморфная единичной сфере в С 2 или R 4 и односвязная. 
Сделаем еще одно замечание по поводу группы SU (2). Для лю¬ 
бого X из йі (2) группа exp (RX) компактна. В самом деле, 
замыкание группы exp (RX) — компактная связная абелева груп¬ 
па, но всякая абелева подалгебра в йх (2) имеет размерность <1. 

(6.9.1) (Г. Вейль) Пусть и — компактная полупростая алгебра 
Ли и U —универсальная накрывающая группы Ad (и). Тогда 
группа U компактна . 
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Доказательство. Пусть <р: С/ —» Ad (и) — накрывающий гомо¬ 
морфизм. Обозначим через Т компоненту единицы в ср~ 1 (Ad (t)), 
где t — подалгебра Картана алгебры и и Ad (t) = {exp (ad X)\ 
X £ t}. Тогда ер -1 (Ad (t))/T — дискретная группа и 

UIf — Я/ер" 1 (Ad (t)) s Ad (и)! Ad (t) = F (u) 

— накрывающее отображение. Поскольку F(u) односвязно, это 
отображение должно быть взаимно-однозначным и ф -1 (Ad (t)) = Т. 

Пусть ехр обозначает экспоненциальное отображение алгебры 
Ли и в группу Ли Я. Тогда Т = exp (t). Пусть а ъ ..., a t — ба¬ 
зис корневой системы алгебры g = u c относительно подалгебры 
Картана f) = t c . Тогда 

t - R V~ Н аі -f. + R V~H a[ 

и 

exp (t) - exp (R | — \H„J . . .exp (R | — 1 H a )- 
Пусть {Fp} . базис Вейля. Тогда для любого корня |і 

Ир = R |/ — 1 Яр -f- R (Fp + £_р) + R Г — — £-р) 

есть простая алгебра Ли и Up = (2). Обозначим через Яр 

аналитическую подгруппу в Я, соответствующую Up. Существует 
непрерывный гомоморфизм из SU (2) на Up. Следовательно, группа 
exp (R |/ —1 Нр), как непрерывный образ однопараметрической 
подгруппы в SU (2), компактна. Поэтому каждая из групп 
exp (R |/ —1 Н а .) компактна и, значит, exp (t) компактна. По¬ 
скольку факторгруппа Я/ехр (t) = F (и) также компактна, ком¬ 
пактна и группа Я. Q 

Заметим, что теорема (6.9.1) допускает такую переформули¬ 
ровку: 

(6.9.2) Всякая связная группа Ли , имеющая компактную полупро¬ 
стую алгебру Ли , компактна . 

Пусть и — компактная полупростая алгебра Ли размерно¬ 
сти г, и пусть о принадлежит Ad (и). Поскольку ортицательно* 
определенная форма Киллинга инвариантна относительно линей¬ 
ного преобразования а, это преобразование полупросто. Обо¬ 
значим через it (or, 1) собственное подпространство линейного 
преобразования а, отвечающее собственному значению 1: 
u (а, 1) = \Х С и: оХ = Х\. Как н в (5.3.4), имеем 

dim u (а, 1) > rank и = /. 
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Мы будем называть сг регулярным , если dim и (сг, 1) /. Пусть 

X (£, а) — характеристический многочлен преобразования сг. 
Имеем 

X(£> °) — det (11 — <т) = (1 — 1 )' + х,-і(0)(£- I )'- 1 

+ъ (р)(Ъ— * )'• 

Следовательно, автоморфизм а регулярен тогда и только тогда, 
когда X/ (°) Ф 0- Поскольку х/ — голоморфная функция, не рав¬ 
ная тождественно нулю на связном многообразии Ad (и), мно¬ 
жество всех регулярных элементов открыто и плотно в Ad (и). 

(6.9.3) Совокупность всех регулярных элементов группы Ad (и) 
образует открытое плотное подмножество. Для любого регуляр¬ 
ного элемента а С Ad (и) подпространство и (сг, 1) является 
подалгеброй Кар тана в и и о С Ad (и (сг, 1)). 

Доказательство. Положим m = (сг — 1) и. Тогда 
и = и (сг, 1) ® ж. 

Рассмотрим комплексификацию алгебры и: 
и с = и (а, 1) с ©ж с . 

Ясно, что а можно продолжить до автоморфизма алгебры и с , 
который мы также обозначим через а, и аж с = ж с . Следова¬ 
тельно, ж с разлагается на собственные подпространства: 

ж с = и с (а, Я) -f- и с (а, р) + • • •, где Я ф 1, р ф 1, ... . 

Так как и (а, 1) с = и с (а, 1), то [и (сг, 1) с , и с (а, Я)]си с (а, Я), 
в силу (4.4.3), 2). Поэтому 

[и (а, 1), и (а, 1)] d и (а, 1), [и (а, 1), ж] cz ж. 

Пусть X — регулярный элемент алгебры Ли u (а, 1). Тогда 
и (сг, 1) = а 0 п, 

где а — подалгебра Картана в и (а, 1), содержащая X, а п = 
= (ad X) и (а, 1). Таким образом, имеем 

и = а ф п 0 ж, 

где а, п и ж инвариантны относительно а и ad X. Поскольку 
X £ и (а, 1), т. е. оХ = Х у то а о ad X = ad X о а. Положим 

а (Я) = а ехр Я (ad X), Я £ R. 

Так как преобразование о — 1| ш невырожденно, то и а (Я) 
—1 | т невырожденно, если Я достаточно близко к 0. Пусть 
£і, £,н —собственные значения сужения преобразования adX 

на п с . Выберем Я так, чтобы | ^ у Я | < 2я для / = 1, ..., h. Тогда 
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преобразование exp к (adX) — 1 невырожденно на п. Следова¬ 
тельно, найдется к Ф 0, для которого u (о (X), 1) = а. Из регу¬ 
лярности а следует, что и (а, 1) = а. Поэтому алгебра и (а, 1) 
абелева н dim u (а, 1) = /. Следовательно, и (о, 1) — под¬ 
алгебра Картана в и. 

С другой стороны, если (сг —- 1) t = 0 для некоторой подал- 
алгебры Картана t, то о £ exp (ad (t)), в силу упражнения 
к § 5.4. Q 

(6.9.4) Пусть L — связная линейная группа и I — ее алгебра Ли. 
Для х С L имеем хіх' 1 ~ I; положим (Ad*) Y = xYx* 1 для 
V £ I. Тогда xt—^Adx есть гомоморфизм из L на Ad (I). Ддро 
этого гомоморфизма (присоединенного представления) группы L 
совпадает с ее центром. 

Доказательство. Для X и Y из I 

exp X • Y -exp (—X) = exp (adX) К С I. 

Пусть х принадлежит L. Тогда существуют такие элементы 
Х І9 ..., X k £ I, что х — exp Х г ... exp X k . Следовательно, 
(Ad x) Y = exp (ad Х г ) ... exp (adX*) Y £ I и {Ad x\ x £ L\ сов¬ 
падает с группой, порожденной exp ad (I), т. e. c Ad (I). 

Если Ad x = 1, to xYx* 1 = Y и, значит, x exp Yx~ x = exp Y 
для всех Y С I. Так как exp (I) порождает L, то x принадлежит 
центру L. Обратно, если x принадлежит центру L, то для любого Y 
из I имеем х exp kYx' 1 — exp kY. Дифференцируя обе части 
по к при X = О, получим xYx~ x = Y. Следовательно, ядро при¬ 
соединенного представления совпадает с центром группы L. Q 

Пусть L — компактная группа Ли Из теории Петера—Вейля 
вытекает, что существует линейная группа, (биголоморфно) 
изоморфная L. Пусть и — компактная полупростая алгебра Ли. 
Согласно (6.9.2), всякая связная группа Ли U, имеющая алгебру 
Ли и, компактна. Следовательно, мы можем предполагать, что 
U — линейная группа. 

(6.9.5) (Г. Вейль) Пусть U — компактная связная полупростая 
группа Ли. Тогда всякий ее элемент содержится в некоторой мак¬ 
симальной связной абелевой подгруппе. В частности , экспонен¬ 
циальное отображение сюръективно. 

Доказательство, (і) Частный случай: U = ad (и), где и полу¬ 
проста. Пусть р принадлежит Ad (и). Тогда найдется последо¬ 
вательность р ь р 2 , ... регулярных элементов, такая что Ііш ру = 
= р. Пусть t — какая-нибудь фиксированная подалгебра Кар¬ 
тана алгебры и. Согласно (6.9.3), и (р у -, 1) — подалгебра Кар¬ 
тана и pj С exp (ad (и (ру, 1))). В силу (4.6.3), существуют авто- 
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морфизмы Ѳу £ Ad (и), для которых Ѳ .t = и (р 7 , 1 ), / = 1 , 2, .... 
С другой стороны, для любых о £ Aut (и) и X, У" £ и 

exp (ad (аХ)) oY = oY + [аХ, aF] + -і- [аХ, [<хХ, aF]] + • • • 

= or (exp (ad X) F) 


и 

exp (ad (аХ)) = a (exp (adX)) or 1 . 

Следовательно, exp (ad (и (p y -, 1))) f= exp (ad (0 y t)) = Ѳу (exp (ad (t)) 
Ѳу 1 = Ѳу Ad (t) Ѳ 7 1 , и Ѳ 7 1 руѲу C Ad (t). Поскольку группа Ad (и) 
компактна, мы можем предположить, что Ііш Ѳу = Ѳ 0 . Тогда 
Ѳо'рѲо С Ad (t) = exp (ad (t)). 

(ii) Общий случай. Пусть u — алгебра Ли группы U. Обоз¬ 
начим через ф присоединенное представление группы U , ф: 
U —* Ad (и). Для любого элемента с из U найдется подалгебра 
Картана t в и, такая что ф (с) £ Ad (t)). С другой стороны, 
группа ф " 1 (Ad (t)) связна, в силу (6.8.6). Следовательно, с со¬ 
держится в связной абелевой группе ф _1 (Ad (t)). Q 

Пусть U — связная линейная группа и и — ее алгебра Ли. 
Предположим, что и компактна и полупроста. Пусть t — неко¬ 
торая подалгебра Картана в и. Тогда Т = exp (t) — замкнутая 
подгруппа в U. Так как Т связна и абелева, то Т = ТР, где 
Т= R/Z. Группа Ли ТР называется тором . Очевидно, что Т— 
максимальный тор в U. 

Пусть А — максимальная связная абелева подгруппа в U. 
Ее замыкание также должно быть связной абелевой группой. 
Следовательно, подгруппа А замкнута. Пусть а — ее алгебра Ли. 
Очевидно, а — максимальная абелева подалгебра в и и, значит, 
подалгебра Картана. Следовательно, существует элемент 
о £ Ad (и), для которого act = t. Поскольку присоединенное 
представление сюръективно, найдется элемент х С £/* для ко¬ 
торого хал : -1 = t и, следовательно, хАх _1 = Т. 

(6.9.6) Пусть U — компактная связная полупростая линейная 
группа и Т — максимальный тор в U. Пусть , далее , N ( Т ) — нор¬ 
мализатор подгруппы Т в U: N ( Т ) = \х С U- хТх~ х = Т\. 
Отождествим корневую систему А алгебры и с с соответствую¬ 
щим подмножеством алгебры Ли t группы Т. Тогда отображение 
N (Г) Э я»—>ф (х) = Ad x|j. индуцирует изоморфизм фактор¬ 
группы N ( Т)ІТ на группу Вейля Ad (А). 

Доказательство. Для х С N ( Т ) имеем (Adx) t = t. Так как 
Adx С Ad (и), то Adx| t С Ad (А), в силу (5.3.6). 
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Далее, для любого 5 С Ad (А) найдется ввиду (5.4.2) авто¬ 
морфизм о С Ad (и), такой что о 1 1 — S, а поскольку отобра¬ 
жение Ad: U —> Ad (и) сюръективно, найдется такой элемент 
х С Я, что Adx = а. Следовательно, ф сюръективно. 

Заметим, что центр С группы U содержится в Г. В самом 
деле, по теореме (6.9.4) для всякого с С С существует такое 
У € и, что усу- 1 = с £ Т. 

Пусть К — ядро гомоморфизма ф. Ясно, что К z> Т. Пусть г 
принадлежит К. Тогда (Ad х — 1) t =0 и, в силу упражнения 
к § 5.4, Ad x — exp ad Я для некоторого Я C t. Поэтому 
Ad (х exp (—Я)) = 1 их exp (—Я) С С. Так как С а Т , то 
х £ Т. Следовательно, К = Г. □ 

Упражнение 1. В условиях предложения (6.9.6) централизатор С (Т) = [х £ (У: 
л# = ух для всех у £ Т) совпадает с Т. 

Упражнение 2. Обобщить теорему (6.9.5) на произвольные компактные связ¬ 
ные линейные группы. 

Упражнение 3. Полупростая связная линейная группа G компактна в том и 
только том случае, когда ее алгебра Ли компактна. 



Глава 7 


НЕПРИВОДИМЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


7.1. Введение 

В предыдущих главах уже была построена значительная часть 
теории представлений. В этом параграфе мы рассмотрим повторно 
некоторые основные моменты и обобщим их в таком виде, который 
будет нам удобен для дальнейшего. 

Пусть У — векторное пространство (всегда предполагаемое 
конечномерным) над полем Р ид — алгебра Ли над подполем Р 
поля Р. Представление алгебры g на У — это отображение /: 
д—>д!(У), удовлетворяющее следующим условиям: 

(1) f (аХ + ЪУ) = af(X) + bf (Y), 

(2) f(lX,Y])= lf(X), f (Y) ] 

для всех X, Y £ g и a, b £ P. Такое отображение мы условились 
обозначать через (У, /). 

Пусть (У, f) — представление алгебры ди У* — простран¬ 
ство, дуальное к V. Для всякого s £ gl (У) определим ^ едцг*) 
условием ( f sX) (у) = X (sv) при X £ У*, у £ У. Имеем *Sj/s 2 — 
= ^(s 2 S!). Положив /* (X) = — (X), мы получим представление 
(У*, /*), которое называется дуальным к (У, /) представлением. 

Если (У ь Д) и (У 2 , / 2 ) — представления алгебры д, то можно 
построить новые представления (У х 0 У 2 , Д 0 / 2 ) и (Ѵі 0 Ѵ 2 » 
/і ® Д), полагая 

(/і Ѳ /,) (X) (і* + и 2 ) = Д (X) ѵ г + f 2 (X) ѵ 2 


и 

(/і Ѳ / 2 ) (X) (Uj 0 и 2 ) = Д (X) I»! ® У 2 + ® /г (X) Ѵ 2 . 

Выполнение условий (1) и (2) проверяется без труда. Эти представ¬ 
ления называются соответственно суммой и (тензорным) произ¬ 
ведением представлений (У ь Д) и (У 2 , f 2 ). 

Из всякого представления /: g —> gl (V) алгебры g можно 
получить представление на тензорной алгебре Т (У) простран¬ 
ства У. Действительно, 

Т (V) — Р -> • ѵ Г о • • • ® г . 

г=1 /* раз 
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и на каждом тензорном произведении V <g> ... 0 V искомое пред¬ 
ставление полагается равным / ® ... 0 /. В частности, 

(/0- • •Ѳ/)(^)(^0- • -00,)= Е у і0- • •0у«_х0/(^)^ 

і=1 


0 У«Н 0 - • -®»г. 

Напомним теперь некоторые факты о внешней алгебре про¬ 
странства У. По определению, эта алгебра есть факторалгебра 
тензорной алгебры Т (У) по идеалу /, порожденному всеми эле¬ 
ментами вида у £ У. Класс 

ѵ х ® • • • 0 ^ + I 

принято обозначать через ѵ х Д ... Д у г ; r -я внешняя степень 
пространства У обозначается через Д г (У), а вся внешняя ал¬ 
гебра— через Д (У). Если {у ь ѵ п \ —базис в У, то мно¬ 
жество всех элементов вида 

Ѵц Л • * * Л ѵ іп 1 < і г < • • • < i r < п, 
образует базис в Д г (У). 

Представление алгебры g на Т (У) порождает представление 
на Д (У). Чтобы в этом убедиться, достаточно проверить, что g 
отображает / в /. Но 

X (у 0 ѵ) = Хѵ 0у + у 0 Хѵ 

= (Ху + у) 0 (Ху + у) — Ху 0 Ху — у 0 у. 

Явная формула для действия g на Д (У) сразу следует из формулы 
для тензорного произведения представлений. А именно, 

X (v t Л • • • Л ѵ г ) = Е о, Л • • • Л ѵ,_ г Л Xv t А ѵ ш Л • • • Л ѵ г . 

і — 1 

Далее, пусть X £ д. Предположим, что существует базис 
\ѵ ъ ..., ѵ п \ пространства У, такой что Xv t = a t Vi для і = 1, ..., 
п при некоторых a t £ Р. Элементы вида v t 0 у, образуют базис 
в У ® У, и каждый такой элемент является собственным векто¬ 
ром. Действительно, 

X (v t 0 vj) = Хѵ, 0 Vj + v, 0 v, 

= (a,v,) 0 Vj + v t 0 (a/o,) = (a, + a,) (o, 0 0 ,). 

Этот результат естественным образом обобщается на действие X 
во всем Т (У). 
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Аналогично обстоит дело с действием X на Д (У). Например, 
элементы вида v t Д і < /, образуют базис в Д 2 (У) и 
х (V і Л Vj) = Xv t Л Vj + v t Л Xvj = (а,- + а,) и,- Д у,-. 

А. КОМПЛЕКСНЫЕ НЕПРИВОДИМЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

Пусть I — алгебра Ли над Р. Ее представление (У, /) назы¬ 
вается комплексным представлением , если У — векторное про¬ 
странство над С. Расширяя поле коэффициентов Р до С, мы по¬ 
лучим из I алгебру Ли I е над С. Всякий базис \Х и ..., Х п \ в I 
будет базисом и в 1 е над С. Для любых с ъ ...» с п £ С формула 

f *• 1 е Э + * * * + C J (^і) + • * * + c„f ( X n ) £ gl (У) 

определяет представление алгебры I е . Представление f непри¬ 
водимо, приводимо или вполне приводимо тогда и только тогда, 
когда таковым является /. 

Предположим теперь, что 1 — алгебра Ли над С, и пусть 
(У, /) — ее комплексное неприводимое представление. Согласно 
(1.4.11), алгебра /(I) либо полупроста, либо является прямой 
суммой некоторого полупростого идеала и центра С1. Если g — 
максимальная полупростая подалгебра в 1 , тогда либо / (I) = 
= / (д), либо / (I) = / (д) © С 1 , ив обоих случаях алгебра / (д) 
неприводима. Поэтому при изучении комплексных неприводимых 
представлений мы можем ограничиться рассмотрением неприво¬ 
димых представлений полупростых алгебр Ли (над С). Заметим 
также, что всякое представление полупростой алгебры Ли вполне 
приводимо (см. (3.4.4)). 

Пусть g — полупростая алгебра Ли над С. Зафиксируем ка¬ 
кую-нибудь ее подалгебру Картана 1). Пусть — дуальное к I) 
пространство, А — множество корней и Е — векторное подпро¬ 
странство (над R) в 1 )*, порожденное А. В Е имеется положитель¬ 
но-определенное скалярное произведение ( , >, и всякий вес 
(произвольного представления д, относительно I)) X принадлежит Е. 
Раз и навсегда зафиксируем некоторое лексикографическое упо¬ 
рядочение в Е. 

Пусть (У, /) — представление алгебры g и Q (/) = {X, р, ...} — 
совокупность всех различных весов этого представления. Тогда 

У = У(Ь)0У(р)0---, 

где У (^) для каждого Я £ § содержится в (обобщенном) собст¬ 
венном подпространстве преобразования / (Я), отвечающем соб¬ 
ственному значению X (Я), и называется X-собственным подпро¬ 
странством или весовым подпространством данного представле¬ 
ния. Далее, ненулевой вектор ѵ С У (X) называется X-собственным 
вектором (или весовым вектором ), если f (§) ѵ с= Си. Согласно 
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(1.4.6), для каждого веса к существует весовой вектор. Поскольку 
І2 (/) — конечное множество, в нем можно найти наибольший эле¬ 
мент со по отношению к зафиксированному упорядочению в Е. 
Будем называть со старшим весом и всякий весовой вектор 
ѵ £ У (со)— старшим весовым вектором для представления (У, /). 
Для любого корня р £ А положим (3* = 2|3/(|3, |3). 


7.2. Старшие веса 


( 7 . 2 . 1 ) Пусть g — полупростая алгебра Ли над С, (У, /) —ее 
неприводимое представление и со — старший вес этого представ¬ 
ления. Тогда 

1) для каждого положительного корня |3 имеет место равен¬ 
ство Е$Ѵ (со) = О и (со, р*) = 2 (со, Р)/(Р, Р) есть неотри¬ 
цательное целое число; 

2) dim У (со) - 1; 

3) для каждого веса k £ Q (/) существуют неотрицательные 
целые числа п ъ ..., такие что 


к = со — (д^-1-+ Я/ОЬ/), 


где {а ь ..., а/} —совокупность всех простых корней; 

4) существует базис пространства У, состоящий из весовых 
векторов , т. е. f (f)) состоит из полупростых эндоморфизмов. 


Доказательство. Что касается утверждения 1), то достаточно 
заметить, что со + р Ф £2 (/), поскольку вес со — старший. По¬ 
этому Е$Ѵ (со) с= У (со + (3) = 0 и, согласно (2.3.2), 



2(со, Р) 

(Р> Р> 


^ 0 . 


При доказательстве остальных утверждений мы используем 
универсальную обертывающую алгебру U (д) алгебры д. Пусть 
{Ръ •••» РД —совокупность всех положительных корней и 
j# b ..., Ні\ —базис в Выберем в качестве базиса \Х ІУ ..., 
Х п \ в д базис вида 

Е- р Л , •••, E-fy Н ѵ ...» H h £р х , ..., E$ k . 

В силу (1.9.5), множество всех элементов вида 


где все e L — неотрицательные целые числа, образует базис 
в и (д). 

Пусть ѵ — старший весовой вектор. Тогда U (д) ѵ — ненуле¬ 
вое д-инвариантное подпространство в У, т. е. U (д) ѵ — У. 
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Поскольку Ер ѵ = 0 и Н,ѵ cz Cv , мы. видим, что V порождается 
векторами вида 

w = ( £ -Р*)'*• • • (Я-О'і и € Ѵ' ((О — е 1 р 1 — • • • — e$ k ). 

Докажем индукцией по т — е г + ... + что каждый такой век¬ 
тор оу является весовым вектором. Если т = 0, то w = ѵ и все 
очевидно. В общем случае допустим, что >1 (1 < h < &), 
£/ 24 і “ == £б■ = 0, и положим 

Я := (0 — Г,Р, — ■ • • — ~ (<? А — 1 ) Pft. 

По предположению индукции имеем для любого Н £ ^ 

"((W* • • (*Ч)' І0 ) = ([». *чі +^)((^) ѵ1 - 

• • • 

= (-Р Л (Я) + Я(Я))((£.^. . . (£- Рі ) # іо)) 

- (<*> - «А - ... - e ft p ft ) (Я) ((Я-э л )' л . . . (£-pJ e »y). 

Этим доказательство по индукции завершено. 

Из доказанного следует справедливость утверждений 2) и 4). 
Поскольку каждый из корней Ру есть линейная комбинация кор¬ 
ней а ь a t с неотрицательными целыми коэффициентами, мы 
заключаем, что справедливо и утверждение 3). Q 

Покажем теперь, что старший вес полностью характеризует 
представление. 

(7.2.2) (Э. Картан) Пусть g — полупростая алгебра Ли над С, 
(Уі Л) и (У 2 . /а) — ее неприводимые представления. Если эти предста¬ 
вления имеют одинаковые старшие веса, то они эквивалентны. 

Доказательство. Пусть ѵ 1 и ѵ 2 — старшие весовые векторы в 
Ѵі и Ѵ 2 соответственно. Рассмотрим сумму этих представлений 
(Ѵі Ѳ Ѵ ъ f = f i0 / 2 ) и вектор ѵ = ѵ х + w 2 £ Ѵ х ® Ѵ 2 . Пусть 
С (д) — универсальная обертывающая алгебра алгебры д. То¬ 
гда V = U (д) ѵ есть инвариантное подпространство в V t ф Ѵ 2 . 
Выберем базис {X,, ..., Х п \ в g, как при доказательстве теоремы 
(7.2.1). 

Предположим, что о 2 (j V. Тогда найдется элемент и из U (д), 
такой что иѵ = ѵ 2 , т. е. иѵ± = 0 и иѵ 2 = ѵ 2 . Очевидно, что и яв¬ 
ляется линейной комбинацией элементов вида 

(£-„,)“*■ ■ • (£-«,)■. wfi. . . «,*'(£»/'• . . 
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где все а.-, c L — неотрицательные целые числа. Но поскольку 
Е$Ух = Е$у 2 = 0 при і = 1, ...,&, мы можем считать, что и 
есть линейная комбинация элементов вида 

(1) (E. h ) a b---{E- h ) a iH b l i...H b l i. 

Представим и в виде суммы двух слагаемых: и = и' + и ", где 
и' — линейная комбинация тех элементов вида (1), у которых хотя 
бы одно a L > 0, а и" — линейная комбинация элементов вида 

( 2 ) Н\ 1 . . . Н ь /. 

Рассмотрим теперь уравнения 

и! ѵ х + и"ѵ 1 = иѵ г = О, 

+ U " V 2 = ^2 = У 2 * 

Сравнивая векторы одинакового веса, получаем, что = О 
и = у 2 . Следовательно, мы можем предположить, что 

и-ІіСфи . .., . .H b ‘, 

где c(b i, .... b t ) £ С. Тогда 

= X! c{b v . . ., bi)d)(Hj) b 1 . . . ®(Hi) b ‘v t (i=l, 2). 

Поскольку ыу х — 0 и «у 2 = і> 2 , мы имеем 

. ^)(о(Я/і. . .со (Я,) 6 * = 0=1 

— противоречие. Следовательно, у 2 ^ У , 

Проекция Fj ® У 2 —<• У 2 индуцирует g -гомоморфизм р: 
У —» У х : / х (X) р (w) = р (/ (X) да) при да £ У. Ядром гомомор¬ 
физма р является У П У 2 - Так как У П Уг представляет собой 
g -инвариантное подпространство в У 2 и ѵ 2 <£ V П Уа Ф Ѵ 2 , 
то У П У 2 — 0. Следовательно, р взаимно-однозначен. Но рѴ 
= р (0 (g) ѵ) = U (д) Ѵі = У х , так что р сюръективен. Таким 
образом, р является д-изоморфизмом из У на У х . Аналогично 
У и У 2 — изоморфные д-модули. Q 

Упражнение. Пусть и — компактная вещественная форма алгебры д. При¬ 
меняя к и предложение (6.4.5), доказать, что / (1)) состоит из полу простых 
линейных преобразований. 


7.3. Тензорные произведения представлений 

Согласно (2.1.4), всякая полупростая алгебра Ли является 
прямой суммой простых идеалов и такое разложение единственно 
с точностью до порядка слагаемых. 

(7.3.1) Пусть g — полупростая алгебра Ли над R или С и 
9 = 9і © • • • © 0 т 
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— ее разложение на простые идеалы. Для і = 1, ..., т обозна¬ 
чим через p t проекцию g на g t -. Пусть ( V , /) — неприводимое пред¬ 
ставление алгебры д. Тогда для каждого і существует неприводимое 
представление (Ѵ і9 Д) алгебры д ь такое что (V, /) есть тензор¬ 
ное произведение представлений (Ѵ ІУ Д о p t ). 

Для доказательства этой теоремы, дающей описание неприво¬ 
димых представлений алгебры g в терминах неприводимых пред¬ 
ставлений алгебр g h нам потребуется следующая теорема, назы¬ 
ваемая вместе с теоремой (1.2.3) леммой Шура. > 

(7.3.2) Пусть A a gl (/*, С) и В а ді (s, С) — неприводимые 
множества матриц , ^ пусть S — комплексная г х s -матрица, 
для которой ,4S = SB. Тогда либо S = 0, либо г = s и det 5 Ф 0. 

Доказательство. Рассматривая элементы пространства C s как 
векторы-столбцы, имеем включение A (SC s ) = SBC S с= SC S . По¬ 
скольку А — неприводимое множество, отсюда следует, что 
SC S = С г , если S Ф 0. Пусть V = \ѵ £ C s : Sv = 0}. Тогда 
SBV = 0 и BV cz V Ф C s . Так как множество В неприводимо, 
то V = 0. Следовательно, S является изоморфизмом простран¬ 
ства C s на С г . □ 

Теорема (7.3.1) немедленно вытекает из следующей теоремы: 

(7.3.Г) Пусть ді и д 2 — полупростые алгебры Ли над R или С, 
д = ді 0 д 2 а (V, /) — неприводимое представление алгебры д. 
Тогда существуют такие неприводимые представления ( Ѵ ъ f t ) 
и (^ 2 > /2) алгебр д х и д 2 соответственно , что 

/(Х + У) = /і(*)® 1(2) + 1(1)0 / а (У) 


для любых X С ді м ^ С д 2 , г де 1 (0 — единичная матрица в 

ді (V 1 ) (і= 1 , 2 ). 

Доказательство. Поскольку д х Э X / (X) — вполне приво¬ 
димое представление, мы можем считать, что 




/(*) = 




[0 


о 1 


F k (X)\ 


€ gl («, С), 


где — неприводимое представление алгебры д, размерности 
/г,-, г = 1, k. Далее, мы можем предполагать, что F 1 = ... = F P 
при (1 < р < k), а представления F q , р <q, не эквивалентны F v 

8 М. Гото, Ф. Гроссха нс 
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Пусть 

Su 

суть h f X hp матрицы и 

j 

(S n 

... s l4 \ 

н 


. е ві (п, с). 


Ui 

• • • s kk J 


Предположим, что f (X) S — Sf (X) для всех X £ g^ Тогда 
S tj F: (X) = F 1 (X)S, 7 при i, j = 1, k. По лемме Шура 
((Т.2.3) и (7.3.2)) имеем 

s u = s uh ( s ij € С), h = h„ если i <p и / < p, 

И 

S /7 - = 0, если /</?</ или 

Теперь применим этот результат к S = f (F), К £ д 2 . Если 
бы р Ф k, то из соотношений S /y - = 0 при /</?</ следовало бы, 
что представление / приводимо. Значит, р = k. Вводя обозначе- 
ния Л (X) = /д (X) для X <Е 9і и МП = М € Й* (Л С) 
для У £ д 2 , имеем 

/(X) = (X) 0 1 р , /(Г) = (Г). 

Предположим, что ІУ — ненулевое собственное подпространство 
в О, такое что / 2 (д 2 ) УсІ. Тогда / (g) (C ft ® W) cz C h ® 1У 
— противоречие. Следовательно, / 2 — неприводимое представле¬ 
ние алгебры g 2 . Q 

^7.3.3) Пусть д — полупростая алгебра Ли над С, (У, /) и (У', 
•') — ее представления, имеющие старшие веса со и со' соответст¬ 
венно. Тогда V ® V содержит такое д -инвариантное подпро¬ 
странство W, что ( W, f ® /' |^) есть неприводимое представле¬ 
ние со старшим весом со + со'. 

Доказательство. Пусть У = 2^У (F) и У' = 2 4 У (р) — раз¬ 
ложения пространств У и У' на весовые подпространства. Тогда 

£ У (A.) <g> У (р)) 

V \ Я/+|Х=Ѵ / 

будет разложением пространства У ® V на весовые подпростран¬ 
ства (см. упр. 7§ 1.2). В частности, со + со' —старший вес пред¬ 
ставления / ® /', и так как dim У (со) = dim У (со') =1, то 
dim (У ® У' ) (со + со') = 1. 

Пусть ѵ и ѵ' — старшие весовые векторы в У и У' соответ¬ 
ственно, и пусть U (д) — универсальная обертывающая алгебра 
алгебры д. Положим ѵ ® ѵ' = w и W — U (д) w. Ясно, что W 
является д-инвариантным подпространством в У ® У'. Покажем, 
что W — неприводимый g -модуль. Пусть 

Г = Г, 0 ... 0 w r 
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— разложение W на неприводимые g -модули, и пусть 
w = w i + . . . + w n где w t С W t . 

Для Я С I) имеем H w = (о + со') (Я) w. Поскольку все W t 
инвариантны, мы заключаем, что Hw L = (со + со') (Я) w if і 
= 1, г. Так как весовое подпространство для со + со' одно¬ 
мерно, то можно считать, что w 1 = w, a w 2 = ... = w r = 0. 
Следовательно, W = W v Q 

Пусть g — полупростая алгебра Ли над С и f) — ее подал¬ 
гебра Картана. В § 5.5 мы ввели аддитивную группу 

Л= \Х С Е\ (X, р*) С Z для всех Р С А}. 

Пусть я = |а ь ..., a t \ —фундаментальная система в Д и 
со ь ..., со/ заданы условием (со/, а*) = б//. Тогда Л = Zco x 
+ ... + Zc 0 /. Под целочисленной формой мы будем понимать про¬ 
извольный элемент из Л. Для любого представления ( Ѵ> f) ал¬ 
гебры g пусть £2 (/) обозначает множество всех весов этого пред¬ 
ставления. Тогда £2 (/) с= Л в силу (2.3.2). Обозначим через £2 
объединение всех множеств £2 (/). 

(7.3.4) Определенное выше множество £2 является подгруппой 
группы Л. 

Доказательство. Пусть g Э X »—> / (X) С (Л С) — представ¬ 
ление алгебры д. Тогда X t— ->—* (/ (X)) также будет ее представ¬ 
лением, которое мы обозначим через /* (см. § 7.1). Используя 
(7.2.1), будем предполагать, что / (£)) состоит из диагональных мат¬ 
риц. Если \Х Ъ Я 2 , ...} = £2 (/), то, очевидно, Q (/*) = {— Х ъ 
—Х ъ ...}. Далее, пусть X £ £2 (/), V £ £2 (/'), и пусть о и у' — 
весовые векторы, отвечающие X и X' соответственно. Тогда 
/(Я) ѵ = Х(Н)ѵ и /' (Я) и' = X' (Я) у'. Поэтому (/ ® /') (Я) 
(и ® у') = (X + Я') (Я) (ѵ (g) у'). Следовательно, І + X' С ^ 

(/ ® п □ 

Целочисленная форма X называется доминантной , если 
(X, а*) > 0, т. е. если X имеет вид 

X == + . . . +■ А/СО/, где все k t > 0. 

(7.3.5) Целочисленная форма X доминантна тогда и только тогда , 
когда < Я, для оогл: S С Ad (А). 

Доказательство. Пусть р — положительный корень. Тогда 
X > = X — (X, р*) р влечет < X , р*> > 0. 

Чтобы доказать обратное, положим 

А = \\£Е: 5| с 1 для всех S £ Ad (А)}. 
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Пусть W 0 — камера Вейля, определенная следующим образом: 

W 0 = ІЛ £ Е: {а ІУ г|> > 0 при і = 1, /}, 

и W 0 — ее замыкание. Мы видели, что А с W 0 . Так как граница В 
множества W 0 содержится в объединении конечного числа гипер¬ 
плоскостей в В, то В не может содержать никакого (непустого) 
открытого подмножества множества W 0 . Следовательно, если 
А Ф W 0 , то можно найти г] 0 С W 0 , такое что т ] 0 & А. Допустим, 
что В 0 тіо (В 0 С Ad (А)) — наибольший элемент в Ad (А) г] 0 . То¬ 
гда В 0 г|о С A d W 0 . Но, поскольку ті 0 принадлежит камере 
Вейля W 0 , элемент S 0 ri 0 должен принадлежать некоторой камере 
Вейля. Поэтому S 0 r] о С W 0 . Следовательно, S 0 (W 0 ) = W 0 и 
S 0 = 1 (в силу упражнения к § 5.3), что противоречит условию 
Ло &A.U 

Пусть A d обозначает множество всех доминантных целочис¬ 
ленных форм. Ясно, что A d образует полугруппу по сложению: 
A d + A d с= A d . Согласно (7.2.1), старший вес любого непри¬ 
водимого представления доминантен. Обозначим через £2 h мно¬ 
жество всех старших весов неприводимых представлений г . В силу 
(7.2.2), множество всех классов эквивалентности неприводимых 
представлений алгебры g находится во взаимно-однозначном со¬ 
ответствии с £2 h . Согласно (7.3.3), Q h образует подполугруппу 
в A d . Мы можем теперь задать следующие вопросы: 

Вопрос 1. А = Q? 

Вопрос 2. A d = Q h ? 

Поскольку A d порождает группу A, a Q является группой, из 
равенства A d = Q h должно следовать, что Л = £2. 

Э. Картан дал утвердительный ответ на вопрос 2, а значит 
и на вопрос 1, изучив по отдельности все типы комплексных про¬ 
стых алгебр Ли (1913). Позднее Г. Вейль нашел доказательство, 
не опирающееся на классификационную теорию, а основанное на 
проведенном им исследовании компактных групп Ли (1927). 
Сравнительно недавно К. Шевалле и Хариш-Чандра дали чисто 
алгебраическое доказательство (1948—51). В настоящей книге 
мы докажем эти результаты, используя аналитический метод, 
более или менее близкий к методу Г. Вейля. В § 7.4 будет пока¬ 
зано, что А = Q; опираясь на этот факт, в § 7.5 мы получим 
окончательный результат A d = Q h вместе с некоторыми форму¬ 
лами, также принадлежащими Г. Вейлю. 

(7.3.6) При доказательстве формулы A d = Q h достаточно рас¬ 
смотреть случай , когда алгебра g проста. 


1 Индекс d — от dominant (доминантный), индекс h от highest (старший). — 
Прим. ред. 
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Доказательство. Пусть g — полупростая алгебра Ли над С, 
и пусть 

Й = 9і ® 02 Ѳ • • • Ѳй т 

— ее разложение на простые идеалы. Пусть, далее, рр. д —> д,- — 
естественная проекция и — подалгебра Картана алгебры g z . 
Тогда 

НИІ2® . . . Ѳ %т 

будет подалгеброй Картана алгебры д. Пусть Д, — корневая 
система алгебры д,- относительно § і . Если отождествить |3 С 
с Р о рр —> С, то ясно, что 

А = Д х U ^2 U ••• U Д .т (дизъюнктное объединение) 

есть корневая система алгебры g относительно £). Пусть n t — фун¬ 
даментальная система в Д 4 -. Тогда 

Л U *^2 U • • • U т 

— фундаментальная система в Д. Обозначим через Д,- группу 
всех целочисленных форм алгебры д г . относительно Тогда 

А = Л, + Д 2 + • • • + А т (прямая сумма аддитивных групп) 
будет аналогичной группой для д. Пусть Л? — множество всех 
доминантных целочисленных форм в Л*. Тогда 

A d — А? 4“ A d 4" . . . -f- Лщ 

— множество всех таких форм в Л. 

Пусть Q; обозначает множество всех старших весов для д г - 
и Q h — аналогичное множество для д. Тогда с= Q h . В самом 
деле, если со — старший вес неприводимого представления ( V , /) 
алгебры д,, то (У, / о рі) — неприводимое представление ал¬ 
гебры д, имеющее старший вес со (мы отождествляем со с со о рі). 
Следовательно, если нам известно, что Q? = Л? для і = 1, 
m, то мы можем заключить, что Q h = A d . Q 

7.4. Модуль всех весов и универсальный центр 

(7.4.1) Пусть L — связная линейная группа , а I — ее алгебра Ли. 
Если I полупроста , то центр С группы L конечен. 

Доказательство. Поскольку I полупроста, мы можем считать, что 
каждый элемент X из I (или L) является матрицей вида 

0 ) 


X = 


о 


Fk(X) 


€ ъЦг, С), 
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где I 3 X I—> F t (X) £ gl (r, (t), C) — неприводимое представ¬ 
ление алгебры I, i = 1, k, и r (1) + ... + r ( k) = г. Далее, 
для любого x £ L мы имеем det (F,- (x)) = 1 (см. доказательство 
предложения (6.4.4)). 

Пусть у принадлежит С. Тогда [у, I] = 0, в силу (6.9.4). 
Следовательно, [F t (у), F t (I)] = 0, и (по лемме Шура (1.2.3)) 
Fi ( Y ) = Сііг(і) ( c t £ С). Так как det F c (у) = 1, то с' (І) = 1 
для і = 1, ..., k. Поэтому порядок С не превосходит г (1) г (2) ... 
• • .г (k). О 

В этом параграфе мы предполагаем, что g — простая 
алгебра Ли над С. Зафиксируем подалгебру Картана § в д. Пусть 
А — корневая система, а {£р: р £ А} — базис Вейля алгебры д. 
Положим 

t = Ѵ—\ Ъ 
р^д 

Тогда 

g = I + Jj С£р 

Р£Д 

и 

U = |Я + ^Zpfp: Н £ t, Zp = z_p для р £ Aj 

— компактная вещественная форма алгебры д. 

Отождествим Е= Z'pgARP с t при помощи отображения 

Е Э У — 1 Нх (Е t- Введем в t скалярное произведение 

по формуле 

(Я, Н’) = -щгВ(Н, Я') для Я, Н’ £ I, 


где В — форма Киллинга алгебры д. Ясно, что (А,, р) = (А, р) 
для А,, р £ 

Пусть ( V , /) — представление алгебры g и І1 (/) — множество 
всех весов этого представления. Пусть, далее, Q — объединение 
всех Q (/) и А — модуль (=аддитивная группа) всех целочислен¬ 
ных форм. Тогда Й является подмодулем в^А (см. (7.3.4)). 

Для любого подмножества 2 алгебры t положим 

2 - 1 - = \Н £ t: (а, Я) £ Z для всех а £ 2}. 


(7.4.2) Если 2 — замкнутая подгруппа аддитивной группы t, 
mo 2- L - L = 2. Если 2 Х и 2 ? — замкнутые подгруппы в t а 2 ; 


2,, то 




=э 

7^ 
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Доказательство. Пусть 2 0 — компонента единицы в 2. Тогда 
2 0 — векторное подпространство в t и факторгруппа 2/2 0 яв¬ 
ляется дискретной подгруппой векторного пространства t/2 0 . 
Следовательно, можно найти векторные подпространства Ѵ 1 
(с базисом Х ъ ..., X k ) и Ѵ 2 алгебры t, такие что t = 2 0 ® Ѵ 1 
Ѳ V t9 (Ѵ ъ Ѵ 2 ) = (Ѵ ъ So) = (Ѵ % , 2) = О и 2 = ZX x + ... ZX k 
+ 2 0 . Определим У ъ ..., Y k соотношениями (Х і9 Yj) 
= б/у, (So + F 2 , v y ) — 0. Тогда {Y u ..., F*} также образует 
базис пространства Ѵ ѵ 

Теперь легко видеть, что 

2- 1 = ZY X + . . . + ZY k Ѳ Ѵ 2 

и 

z±± = zx 1 + . . . + zx*©s 0 . 

Если 2, с= 2 0 , то, очевидно, 2 i L iD2 2 - L . Наконец, если 

- 2^, то 2 г = 2 1 J -- L - 2J-J- = 2 2 . Q 

(7.4.3) Существует точное представление / алгебры д, такое что 
U — exp / (и) односвязно. Для такого представления f: 

1) линейная группа G, порожденная ехр / (и), односвязна; 

2) Q (/) порождает модуль Q; 

3) ядро отображения t £ X ь-> exp / (X) £ exp / (t) = Т 
равно Й 1 = |Я ( t: (А,, Я) С Z для всея X ^ Й|; 

4) центр С гриппы V совпадает с центром гриппы G; 

5) С = ехр / (А 1 ) с Г, где 

А- 1 — {Я С ti (Р, Я) С ^ для всех р Сі А}; 

6 )Cs A- L /£2F 

Доказательство. Пусть Ad (и) обозначает присоединенную группу 
алгебры и. Универсальная накрывающая U группы Ad (и) 
компактна, в силу (9.6.1). Но для каждой компактной группы Ли 
К можно найти линейную группу, биголоморфно ей изоморфную 
(см. [Шевалле]). Следовательно, мы можем считать, что U — ли¬ 
нейная группа. Поскольку U и Ad (и) локально-изоморфны, 
алгебра Ли группы U изоморфна алгебре Ли ad (и) (^ и) группы 
Ad (и) (упр. 1 § 6.5). Таким образом, мы имеем точное представ¬ 
ление (С п , /) алгебры и, такое что ехр / (и) порождает одно- 
связную компактную группу U. В силу (6.9.5), ехр / (и) — группа. 

Поскольку g является комплексификацией алгебры (и), f 
можно продолжить до представления алгебры д, которое мы 
также обозначим через /. Так как д проста и / (д) zd / (и) Ф 0, 
то / — точное представление д. Поскольку д = u + V — 1 и — 
разложение Картана, линейная группа G, порожденная ехр / (д), 
гомеоморфна U X и (в силу (6.4.6)) и потому односвязна. Тем 
самым доказано утверждение 1). 



232 Гл. 7. Неприводимые представления 


Ввиду (7.2.1) мы можем предполагать, что /(!)) состоит из 

диагональных матриц [Я х (Я). % г (Я) ], Я £ 1), где £ й (/) 

для всех і. В частности, для Я £ t 

/(Я) = [2л^ / —1 (Л, х , Я), . . 2я У —1 (Я г , Я)], 
ехр/ (Я) = [е (A.J , Н), . . ., е(к„ Я)], 

где е (Я. ( -, Я) = ехр 2я )/—1 (k h Я). Следовательно, ядро гомо¬ 
морфизма 

t Э Я ехр / (Я) 

совпадает с й (/) х = (Я £ t: (Я,, Я) £ Z для всех Я, £ й (/)). 

, Пусть /' — ненулевое представление алгебры д. Тогда оно 
является точным и соответствие / (X) і— /' (X) (X £ g) задает 
изоморфизм / (д) на /' (д). Пусть G' — линейная группа, порожден¬ 
ная ехр /' (д). Согласно (6.5.4), отображение exp / (X) ехр /' (X), 
определенное для X £ д, достаточно близких к 0, есть локальный 
изоморфизм из G в G'. Поскольку G односвязна, этот локальный 
изоморфизм можно продолжить до голоморфного гоморфизма ф 
из G на G'. Для элементов X £ д, достаточно близких к 0, мы имеем 
равенство ф (ехр / (X)) = ехр /' (X). Но обе его части суть голо¬ 
морфные отображения, определенные всюду на д. Поэтому 

Ф (.ехр/ (X)) = ехр/' (X) при X £ д. 

Пусть Я принадлежит й (/)-•-, т. е. ехр / (Я) = 1. Тогда 
ехр /' (Я) = 1, так что Я £ й (f) ± . Следовательно, й (/)-■- 
с й (/')-С Для любого подмножества 2 алгебры t будем обозна¬ 
чать через 2 Z порожденную им аддитивную группу. Ясно, что 
2 Z = 2" 1 . Но й (/) z и^ й (/') 2 , будучи подгруппами дискретной 
группы Л, замкнуты в t. В силу (7.4.2), й (/) z = й (f) 1 -- 1 =э 
=> й (П ±А - = й (/')z. Если /' = 0, то Й (/)z Г) Й (/') = {0}. 
Таким образом, й (/) z = й, и это доказывает утверждения 2) 
и 3). 

Докажем 4). Пусть С — центр группы G. Тогда группа С 
конечна, в силу (7.4.1), и потому UC —компактная подгруппа 
в G. Но в разложении Картана G = U ехр (/X—1 и) сомножитель 
ехр []/ — 1 и) не содержит компактных подгрупп, отличных от 1; 
значит, U — максимальная компактная подгруппа, и U zd С. 
Далее, пусть х принадлежит центру группы U. Ввиду (6.9.4), 
[х, / (и) ] = 0 и потому [х, f (g) ] = lx, f (u) ] + V — 1 [x, f (u) 1 
= 0. Следовательно, x £ С. Этим доказано 4). 

Мы видели, что С сг Т = ехр f (t). Но при Я £ t 

Ad (ехр/ (Я)) / (£„) = ехр (ad f (Я)) f (£ р ) = е (р, Я) f (£ р ), 

и ехр / (Я) С С тогда и только тогда, когда Я £ й (ad)- 1 = А- 1 . 
Это доказывает 5), а 6) немедленно следует из 5) и 3). □ 
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Начиная с этого момента, мы предполагаем, что U — связная 
односвязная линейная группа, а и — ее алгебра Ли. Элемент 
х £ U называется регулярным , если собственное подпространство 
эндоморфизма Ad л;, отвечающее собственному значению 1, имеет 
размерность / = rank и. В противном случае х называется син¬ 
гулярным. Если элемент х регулярен, то элемент уху~ х также ре¬ 
гулярен для любого у £ U, ввиду того что Ad (уху~ г ) = (Ad у) 
(Adx) (Ad у)" 1 . Обозначим через f/ (r) множество всех регулярных 
элементов в U и положим £/ (s) = U \ £/ (г) , Т (г) = Т f| Я (г > 
и ТМ = Т П U { P = Т \ Т (г) , где Т = exp (tp 

(7.4.4) t/ (s) — замкнутое подмножество в U, и dim i/ (s) < 
< dim U — 3, где dim обозначает топологическую размерность. 
Следовательно , t/ (r) есть связное односвязное голоморфное много¬ 
образие. 

Доказательство. Для любого р £ А гомоморфизм 

t Э г Яі-^'ехр2я К—1 (Р, /7) 6 йЦЬ С) 

порождает гомоморфизм 

фр*. Т Э ехр Я і-> exp 2я К—1 (Р, Я), 

ибо {P^idQ 1 . Пусть 7ЧР>— ядро гомоморфизма фр. Ясно, 
что — замкнутая подгруппа размерности I — 1 в Г и Tip 

= и р€д г<е>. 

Положим 

U (3) = t + R (£р + £_р) + R (£„ - Е_ р). 

Это — подалгебра в и. Пусть п (и<3>) — ее нормализатор в и : 
п (и (р) ) = |Х £ и: [X, и (Р) І с: и<3>. Мы утверждаем, что п (и (р) ) 
= и<Р>. В самом деле, ес ли п (и ( Р>)Э У =* Sv+±P z v^'v (z v =^z_ Y ), 
то [Я, Y] = Л ѵ¥=± р2я К—1 (у, Я) г ѵ Я ѵ £ u ( P> для всех Я £ t, 
так что z v = 0, т. е. У = 0. Пусть N (и ( Р') = \х £ Я: дп<Р>х: -1 
= »№>}, и пусть R Э 5 і-> exp IX (X £ и) — однопараметри¬ 
ческая подгруппа в U. Если X принадлежит алгебре Ли 
группы N (и<Р>), то exp | (ad X) u<3> = u<3> и [X, u ( P>] с: «<3), 
и обратно. Следовательно, алгебра Ли группы N (и®) совпадает 
с п (и ( Р>) = и ( Р>. Обозначим через Я ( Р> компоненту единицы 
группы N (и<3>). Ясно, что Я ( Р) — линейная группа и и ( Р> — 
ее алгебра Ли. Для х £ Г<Р> имеем [х, и ( Р>] = 0, и потому Іх, 
Я< Р)] = 0. 

Для любого х £ £/ (s > выберем элемент у £ U, такой что 
у~ х ху £ Т. Тогда у~ х ху t T (s) и существует Р f Л, для кото¬ 
рого х £ г/Г<Р)«/ _1 . Обозначим факторпространство Я/і/< W через 
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Отображение Г<Р> X Я 3 (х, £/) I—^ уху ^ порождает голо~ 
морфное отображение 

ф(Р): Г (Р) х Г (Р) Э(*> */Г (р) ) І-> */ху -1 , 
ввиду того что [ТЧР), ] — 0. Следовательно, 

Я< 5 > = 11Ф (Р) (Г<Р> X F<P>). 

А 

Но dim Г<Р) = I — 1, a dim F = dim U — I — 2. Поэтому 
dim (7ЧР> X F <Р)) = dim U — 3 и, поскольку отображение ф ( Р> 
голоморфно, dim ф<Р> (7 1( Р ) X F<P)) < dim U — 3. Таким обра¬ 
зом, dim f/ (s > < dim U — 3. Далее, так как множество TW 
X компактно, то компактен и его образ ф (р) (Т^ X F ( P>). 
Значит, U (s) — замкнутое множество. 

Из теории размерности следует теперь, что множество Я< г) 
= U\LP S ) связно и односвязно. Q 

Далее, положим 
t (r) { Я£і: exp Я£Т (Г) |. 

Ясно, что 

t (r) = |Я G t: (Р, Я) Ф Z для всех |3£ А}. 

Пусть я = |а ь ..., a t \ — фундаментальная система в А и — а 0 — 
старший корень. Как мы видели в § 5.6, фундаментальная клетка 

С 0 = \Н С t: (<x v Я) > 0,. . ., (а ь Я) > 0 и (— а 0 , Я) < 1} 

является связной компонентой в t (r) . Пусть F (и) — флаговое 
многообразие U /Т. Голоморфное отображение 

С 0 X U Э (Я, х) I—> х (ехрН) х" 1 

индуцирует голоморфное отображение 

ф: С 0 X Р(и)Э(Я, хТ) і— > х (ехр Я) х -1 £ (Д г) . 

(7.4.5) Инфинитезимальное линейное отображение хТ) невы¬ 
рожденно в каждой точке множества С 0 X F{ и). 

Доказательство. Положим 

щ = ( X г 3 £р: z p £C и г р = z_ P для р 6 А}. 

Іё€д 

Тогда и = t ®m и для любого х £ U отображение 
F (и) Эх ехр z p £ p j Т I— (г Рі , .. ., г р<; ) 6 С*, 

где {Рі, — множество всех положительных корней, опре¬ 

деляет комплексную локальную систему координат на F (и) 
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в окрестности точки хТ. Зафиксируем х 0 £ U и Я 0 £ t. Тогда 
для любого Я £ t 

ф(Я 0 +Я, ехр (2 ZpEfi)) 

= х 0 exp (S z p £p) ехр (Я 0 + Я) ехр (— 2 zpEp) л^ 1 
— *о ехр (ехр ad (2 ?р£р) (Я 0 + Я)) Xq 1 . 


Докажем прежде всего, что отображение d ехр Яо невырожденно 
для любого Я 0 £ t (r) . Согласно (6.5,2), 

d ехр //о X = (1 + + ( - ~ з^ о) ~ + • • •) X ехр (Я 0 ) для X £ и. 

Мы можем считать, что эндоморфизм dd Н 0 задается диагональной 
матрицей 

'о,..., о, 2л Ѵ~ф ѵ Н 0 ), 2пѴ = Тф 1 ,Н 0 ),...' . 

/ 

Тогда 


£ 


(ad Яр)/- 1 

Л 


I ехр 2л К —1 (p t , Нр) — 1 
—2я 1С=Т (р 1? Я 0 ) ’ 

ехр 2л —1 (— p t , Я 0 ) — 1 
-2л Ѵ~\ (($,. //,) 


и, поскольку (Р г , Я 0 ) Z, ни один из диагональных элементов 
не равен 0. Поэтому преобразование 2 ( а< ^ Я 0 ) /_1 / /! невырож¬ 
денно, а значит, невырожденным является и d ехр Яо . 

Таким образом, экспоненциальное отображение и -*■ U биго- 
ломорфно в некоторой окрестности элемента Я 0 . С другой стороны, 
для всякого вещественного £ 

(ехр ad (І 2 2 |?£р)) (Я„ + |Я) 

= Я 0 +1 (Я - 2л К=Г2 ?Р (Р- Я 0 ) £р) + О (£ 2 ), 

и, поскольку (Р ; , Я 0 ) Ф- 0, отображение 

txC*3 (Я, ( 2 р.)) і+ (Я, (-2Л К=т(Р,, Я 0 ) Z P/ )) € t х С* 

является линейным изоморфизмом. Q 

Мы можем теперь доказать основную теорему данного пара¬ 
графа. 

(7.4.6) Отображение ф: С 0 X F (и) Э (#, хТ) і-> л: (ехр Н) лГ 1 яв¬ 
ляется биголоморфным отображением из С 0 X F (и) на 1) {Т К 
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Доказательство. Докажем прежде всего, что ф сюръективно. 
Для любого у из f/ (r) найдутся такие элементы Н £ t (r) и л; £ U, 
что у = х (exp Я ) Но, как мы видели в § 5.6, существуют 

S £ Ad (Д) и #о £ А х , для которых Н' — S# + Я 0 ^ С 0 - 
Так как Л- 1 с= Q x , то ехр Я 0 = 1 и ехр Я' = exp SH. Согласно 
(6.9.6), можно найти элемент s ^ N (Г), для которого ехр SH 
= s 1 (ехр Я) s. Следовательно, у = xs (ехр Я') (ats) -1 . 

Далее, рассмотрим множество всех преобразований алгебры t 
вида t Э Я і-> ЯЯ + X, где S С Ad (А) и X С Так как 
для 5 С Ad (Д) мы имеем SQ = £2, в силу (2.3.2), 3), и S — орто¬ 
гональное преобразование, то Следовательно, мно¬ 

жество Т (Q x ) Ad (Д) образует группу, где Т (X) (для X £ t) 
обозначает перенос Я |-> Я + X. Положим 

Ф= {r]^r(Q x )Ad(A): г]С 0 = С 0 }. 

Ясно, что Ф — подгруппа группы F (я) из § 5.7; значит, Ф — ко¬ 
нечная абелева группа. При этом отображение 

Ф э ф = т (X) S i-> S С Aut (ft) П Ad (Д) 
взаимно-однозначно. 

По заданному ф = Т (X) S С Ф выберем такой элемент s 
С N (7), что Ad s\ t = 5. Если sT = sT , то s _1 7 = 7s -1 = 7s'" 1 
= s'-'T. Поэтому можно определить биголоморфное отображение 
ф: С 0 х F (и) Э (Я, *7) I— (фЯ, jrs^T) С С 0 X F (и) 

многообразия С 0 X F (и) на себя. Это отображение ф не имеет 
неподвижных точек, если уфі. Действительно, из равенства 
хТ = xs~ x T следует, что s С 7 и S = 1, но соответствие ф i—> S 
взаимно-однозначно. Заметим также, что фоф = ф. 

Выберем такие элементы Н ъ ..., Н 1 С t 0 , что = ZH X + ... 
+ Z H h Обозначим через t (d) множество всех элементов 1 >1 Н 1 + ... 
+ І/Я/ С R) из t, для которых множество {1, ..., 

линейно-независимо над Q. Вспоминая, что П- 1 — ядро отобра¬ 
жения ехр: t -> 7, мы легко можем убедиться в том, что ехр Я 
(Я С t) тогда и только тогда порождает плотную подгруппу 
тора 7, когда Я С t (d) . Далее, множество t (d) плотно в t. В самом 
деле, положим для любого набора і = (і 0у . . . , //) С Z /+1 , 
такого что (і ъ ..., i t ) ф (0, ..., 0), 

Р (0 “ {2 / С + • • • + hh = 1 оЬ 

Тогда t\t (d) есть объединение счетного множества гиперплоско¬ 
стей вида Р ( і ). Обозначим С 0 f] t (d) через C< d >. Множество C< d > 
плотно в С 0 . 
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Предположим теперь, что ф (Я, хТ) = ф (Я', уТ) для Я С C< d >. 
Тогда из равенства я ехр Ях _1 = у ехр Н'у~ х вытекает, что 
(у -1 *) Т (у -1 *) -1 = Г. Следовательно, s = у~ г х С N (Т). Поэтому 
Ad s | t = 5 С Ad (А), и мы имеем ехр SH = ехр Я'. Таким об¬ 
разом, X = Я' — 5Я С - Положим ф = Т (X) 5. Тогда фЯ 
= Я' и ф (Я, хГ) = (Я', у Г). 

Зафиксируем элемент (Я 0 , х 0 Т) С Q d) X F (и). Поскольку 
ф (ф 1) не имеет неподвижных точек, все элементы ф (Я 0 , х 0 Т) у 
Ф С Ф, различны. Следовательно, найдется открытая связная 
окрестность W точки (Я 0 , х 0 Т) у для которой ф W П Ф 'W = 0, 
если (рф ф'. В силу (7.4.5), мы можем считать к тому же, что ф 
биголоморфно. Положим ф№ = В и докажем, что ф х Я = 1) ф £фФ^- 
Предположим, что ф (X, хТ ) С Я. Выберем какую-нибудь 
замкнутую окрестность В 0 элемента х ехр Хх _1 в В. Пусть Х ъ 
Х 2 , ...—такая последовательность элементов из Q d) , что 

Ііш Х у == X их ехр Х г ѵ _1 С Я 0 . 

Так как ф|^ биголоморфно, то найдется замкнутое подмножество 
W 0 d W y такое что ф Wo = Я 0 . Тогда для каждого / существуют 

(Ху, ХуГ) ^ lt^o И фу С Ф, ДЛЯ КОТОрЫХ фу (Ху, Ху Г) = (Ху, хТ). 

Поскольку группа Ф конечна, мы можем найти такой элемент ф 0 , 
что фу = фо для бесконечного множества номеров /. Заменяя 
последовательность Ху соответствующей ее подпоследователь¬ 
ностью, мы можем считать, что (Ху, хТ) £ ф 0 ^ 0 для всех /. Так 
как Ііш Ху = X и ф 0 № 0 замкнуто, то (X, хГ) £ ф 0 Ц7 0 с= ф 0 №. 

Итак, ф _1 й = и ф ^фФ^- Поэтому каждое из множеств ф W 
есть связная компонента множества ф -1 Я. Поскольку ф| г биголо¬ 
морфно отображает W на Я, то же справедливо и для ф \$ w . Так 
как множество элементов вида х 0 ехр Н 0 х~ 1 , Я 0 С ^o d) » плотно 
в Я (г) , то U < г > можно покрыть открытыми множествами, опреде¬ 
ляемыми аналогично множеству Я. Это доказывает, чтоф — накры¬ 
вающее отображение. Но і/ (г > односвязно. Следовательно, ф 
взаимно-однозначно. П 

Теорема (7.4.6) имеет важные следствия: 

(7.4.7) Q = Л, 

т. е. всякая целочисленная форма является весом некоторого (не¬ 
приводимого) представления. 

Доказательство. Из (5.8.5) нам известно, что 

Af (Д) = F (п) (Т (АО Ad (A)). F (я) П (Т (Л х ) Ad (Л)) = 1. 

Если А Ф Й, то Л* 1 с и Т (Л^) Ad (А) с Т (Q d ) Ad (А). Сле- 

ф ф 

довательно, F (я) f| Т (Q^) Ad (А) = Ф Ф 1 — противоречие. 
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(7.4.8) Центр односвязной линейной группы , алгебра Ли которой 
совпадает с и (или д), изоморфен универсальному центру С (Д) 
из § 5.5. 

Доказательство. Это следует из (7.4.3), 6), и (7.4.7). Q 

Замечание. Большая часть результатов этого параграфа пере¬ 
носится на полупростые алгебры д. 

Упражнение 1 . Доказать (7.4.3) для полупростой алгебры д. 

Упражнение 2. Доказать (7.4.8) для полупростой алгебры д. 


7.5. Существование неприводимых представлений. 
Формула характеров и формула размерностей 


Пусть и — компактная простая алгебра Ли, t — ее 
подалгебра Картана. Пусть U — связная односвязная линейная 
группа, алгебра Ли которой совпадает с и. Обозначим exp (t) 
через Т. Ясно, что группа U компактна и Т — максимальный тор 
в U. Пусть А — множество всех целочисленных форм (весов) 
на t. Отождествим А с соответствующим подмножеством в t 
при помощи отображения А, |-> 2 л j / —1 Н } . Зафиксируем раз и 
навсегда какую-нибудь фундаментальную систему |а ь ..., a t \ 
в корневой системе А и положим 


Я, = 


2а,- 


(а,-, a t ) 


a t для і = 




Множество {Я ь ..., H t \ образует базис в t, и 

Г = А х = Z#j Н-Н ZH, 

есть ядро отображения exp: t -> Т . Пусть п) ь ..., со / — фунда¬ 
ментальные веса: (со,-, Я ; ) = б /; -. Тогда 

А = Zco 1 +•••-)- Zo )/. 

Пусть F —некоторая С-значная функция, определенная на t. 
Для всякого 5 £ Ad (А определим функцию SF формулой 
( SF ) (Н) = F (5 _1 Я) при Я £ t. Функция F называется симмет¬ 
ричной , соответственно альтернирующей (относительно группы 
Вейля), если SF = F , соответственно SF = (det 5 )F для всех 
5 £ Ad (А). Заметим, что для отражений мы имеем det 
=5 —1, и, значит, вообще det S = ±1 для S ^ Ad (А). 

Пусть / — представление алгебры и. Назовем функцию 
определенную формулой 

% (Я) == l f (Я) = tr exp / (Я) (Я 6 *), 



7.5. Существование неприводимых представлений 239 


характером представления /. Так как tr АВА 1 = tr В , то для 
эквивалентных представлений / и /' мы имеем %/ = %р. В этом 
параграфе мы примем следующие обозначения: 

е(!) = ехр (2л К— О для !£R, 

е (Я, Я') = ехр(2яЯ— 1 (Я, Я')) для Я, Я' £t. 

(7.5.1) Всякий характер симметричен. 

Доказательство. Пусть (К, /) — представление алгебры и (или 
и с = д). Пусть £2 (/) — множество всех весов этого представления 
и У (А,) — весовое подпространство, соответствующее весу А £ £2 (/). 
Тогда 

Xf(H)= V dim У (А) е ((А, Я)) при Я£і 

Следовательно, достаточно доказать, что 
dim У (А) == dim У (SA) для S £ Ad (А). 

Если f = О, то это очевидно. Если / ф 0, то / является изомор¬ 
физмом и индуцирует гомоморфизм групп ер: U -> U' = ехр (/ (и)), 
такой что 

ф'(ехр Х) = exp / (X) при X £ и 

(см. доказательство предложения (7.4.2)). Для каждого S из 
Ad (А) выберем такой элемент s из N (7 1 ), что Ad s = 5 на t. 
Тогда для любого Я С t и любого вещественного числа р имеем 

s ехр (рЯ) s _1 = ехр (р5Я) 


и 

ехр (рф (s) / (Я) ф (s)” 1 ) = ф (s) (ехр р/ (Я)) фх' 1 

= ехр р/ (5Я). 

Дифференцируя обе части по р при р = 0, находим, что 
Ф (s) f (Я) ф (s) -1 = f ( SH) для всех Я £ t. Пусть у принадлежит 
V (Я): / (Я) у = 2я —1 (Я,, Я) и для Я £ t. Тогда / (5Я) ф (s) и 
= ф (s) / (Я) у = 2я V —1 (Я, Я) ф (s) у. Заменяя здесь Я на 
S _1 H, получаем 

/ (Я) ф (s) у = 2я V —1 (Я, 5 _1 Я) ф (s) у 

= 2я У —1 (5Я, Я) ф (s) у. 

Следовательно, ф (s) V (Я) с: V (5Я). Но точно также ф (s) _1 V (SX) 
С Ѵ(Я), т. е. ф (s) V (Я) = У(ЯЯ). Q 
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В § 7.3 целочисленная форма А была названа доминантной, 
если SA < А для всех S £ Ad (Д). Будем называть форму А £ Л 
строго доминантной , если SA < А для всех 5 £ Ad (Д), S ^ 1. 
Для А £ Л определим функцию формулой 

(1) Дх (Я) = V (detS)e(SA, Н) при #£t. 

5$ Ad (Д) 

(7.5.2) 1) Функция Аі является альтернирующей . 

2) Если существует S £ Ad (Д), 5^1, (Зля которого SA = А, 
то = 0. 

3) Если Аар — строго доминантные целочисленные формы , то 
1 1 

(2) _[•••] Л(фі^і + •.•• + ф/Я/) Лц (ф 1 Н 1 + . . . + ф / Я,)гіф 1 . . . d(p t 

о о 


где w — порядок группы Вейля Ad (Д). 

Доказательство. 1) Это утверждение очевидным образом следует 
из определений. 

2) Допустим, что А принадлежит некоторой камере Вейля W. 
Тогда' SA = А влечет SW = W, откуда (согласно упражнению 
к §5.1) S = 1, — противоречие. Поэтому для некоторого р £ Д 
мы имеем (Р, А) = 0. Тогда 

Но, по определению функции А ь A S i = (det S) А*, для 5 ^ Ad (Д). 
Так как det = —1, то А х = — А к и А^ = 0. 

3) Если форма А строго доминантна, то все формы S А, 
5 £ Ad (Д), попарно различны. Действительно, из SA = ГА 
при S, Г £ Ad (Д) следует, что Г _1 5А = А и T ^S = 1. 

Пусть Аир — две различные строго доминантные целочислен¬ 
ные формы. Если SA = Гр для некоторых 5, Г £ Ad (Д), то 
из A =^= р следует, что S Ф Г, а из Г -1 5А — р, 5 -1 Гр = А сле¬ 
дует, что одновременно А <р и р<А, — противоречие. Итак, 
SA Ф Гр для всех S, Г £ Ad (Д). 

Теперь (2) немедленно вытекает из следующей элементарно 
проверяемой формулы. 

J е (іф) е (/ф) с/ф = б,у (г, / £ Z). Q 
о 
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(7.5.3) (со,, со ) > 0 для і у / = 1, /. 

В разложении со, = d ll a 1 + ... + d n a l все коэффициенты d tj 
положительны. В частностиу всякая доминантная целочисленная 
форма >0 относительно лексикографического упорядочения. 

Доказательство. Согласно (2.2.5), 6), 

( 0 ) ( , С 0 /)= Б (Р, Ш ; )(р, и,.). 
р€ д 

Всякий корень р можно записать в виде 


Р'= Пі<х>і + . • • + = лГа? + • • • + Л?а?, 


где числа п* = 2 _1 (а у , а у ) ц у либо все >0, либо все <0. Поэтому 
(Р, со*-) (р, со у ) = п*п* > 0. Но для старшего корня т*а* + ... 
+ т* а*і все коэффициенты т * положительны, согласно (5.6.5). 
Следовательно, (со,-, со у ) > 0. 

Далее, поскольку (а у , со,) = 0 при і Ф /, то (со,-, со,) 
= d if (а у , со ) > 0 . Но (а у , со у ) = 2 _1 (а у , а у ) > 0, поэтому d lf > 0 . 

Всякая ' доминантная целочисленная форма [имеет вид 
^ = ^coj + ... + &;Co t , ^где 0 < kj С Z. Так как *со г > 0, то 
Я > 0. □ 

Замечание. Если алгебра и (или д) не является простой, то можно 
утверждать лишь, что (со,-, со у ) > 0. 

Пусть А + обозначает множество всех положительных элемен¬ 
тов из Д. Положим 

@) б =4- 2 

р€д+ 

(7.5.4) б — со х + со 2 + ... + СО;, 

и б является минимальным элементом множества всех строго 
доминантных целочисленных форм. 

Доказательство. Пусть р = п х а х + ... + С Д + - Если Р Ф а ІУ 
то 5;р = р ‘— (р, Я,) а і > 0 (где = 5 а .), вследствие того что 
некоторые из коэффициентов п у , / Ф і, положительны. Так как 
S, (—«,) = а,-, то 

А + = |5,Р: Р > 0, Р^аЛиКІ- 

Следовательно, 

■SjS = -j- ^ S,.p— Да,. = (б — -і а .^ _і. а . = б-а ( .. 

( 3 > 0 , 0 Фа ( 
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Поскольку (5/6, ос,.) = (у, 5/0с, : ) = —(6, ОС;), мы имеем (6 — а ІУ а-) 
= —(б, а ( ), т. е. (б, Я,) = 2 (б, а,.)/(а,., а,) -= 1 при, г = 1, .... /. 
Следовательно, 

б = СОі + (0 2 + ... + СО/. 

Предположим теперь, что 5Л + = Д + для некоторого^ С Ad (А)- 
Так как W 0 = {Н £ t: (р,Я) > 0 для всех р С А + | есть камера 
Вейля и Sf 0 = W 0 , то 5 = 1 (см. § 5.3). Поэтому, если 5 Ф 1, 
то S А + содержит хотя бы один отрицательный корень и потому 
56 < 6. Итак, 6 — строго доминантная форма. 

Если к = k 1 (o 1 + ... + &/ 00 / (0 < k L С Z) — доминантная це¬ 
лочисленная форма и к < б, то неравенство k t > 1 не может вы¬ 
полняться для всех і (ввиду того что все со, > 0), т. е. существует 
номер і, для которого k t — (к, Я,) = 0. Следовательно, S { k 
= к — (к у Я,) а,- — к. П 

Рассмотрим функцию 

(4) ЩЯ) = П(е (^-(р,Я))-е(-^-(р,Я))) (Я£і). 

(7.5.5) D(H) = Лв(Я), где в-§" 2 

рм> 

Доказательство. Покажем прежде всего, что функция D — аль¬ 
тернирующая. Для этого достаточно доказать, что 5/D = — D. 
Но если р > 0 и р ф а,., то S; р > 0 и, кроме того, S i a i =—а £ . 
Следовательно, 

<ЗД(Я) 

= П (е ({(SA й)) - e(-i(S ( p, ff))) X (е (-i(a„ ff)) 

-e(y(«„ H)))=-D(H). 

Пусть F — конечный ряд Фурье на t: 

F(H) = S c(u)e(p, Я), 0^с(ц)(С, 

л» 

где Л 0 — некоторое конечное подмножество в Л. Заметим, что 
множество {е (р, Я): р £ Л} линейно-независимо над С. Если 
функция F — альтернирующая, то 

SF (Я) = (a) е (S|i, Я) = £ с (ц) (det S) е (и, Я) 

М- Ц 

= S с (5ц) (det S) е (Sji, Я), 
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откуда следует, что с (5ц,) (det S) = с (р.) для 5 £ Ad (А). В част¬ 
ности, Л 0 инвариантно относительно Ad (А). Выберем наибольший 
элемент р ; (і = 1, ..., k) из каждой орбиты действия Ad (А) 
на Л 0 . Тогда 

Р(Н)= 23*00 А (Я), 

1=1 ' 

причем формы р ь ..., и /г можно считать строго доминантными, 
ввиду (7.5.2). 

Но D (И) = 2 ± е (и, Я), где 

( 1 = ~y 2 8 (Р) 8 (Р) = ± 1, 

р>о 

и ц < б. Согласно (7.5.4), ни одна из форм р ф б не является 
строго доминантной. Так как коэффициент при е (б, Я) равен 1, 
мы заключаем, что D (Я) = А 6 (Я). Q 

Здесь мы должны сказать несколько слов о мерах Хаара ком¬ 
пактной группы Ли К. Пусть С (К) — множество всех непре¬ 
рывных R -значных функций на К . Оно является векторным 
пространством над R. Под (. левоинвариантной) мерой Хаара 
на К понимается такое отображение /: С (К) -> R, ^что 

(i) / — линейный функционал и I Ф 0; 

(ii) если F С С (К) и F (х) > 0 для всех х £ /С, то IF > 0; 

(iii) для любых у £ К к F £ С (К) определим yF £ С (К), 
полагая (г// 7 ) (х) = F (у~ г х) при х £ /С; тогда IF = I (yF) для 
всех г/ С не¬ 
известно, что мера Хаара существует и что, если / и /' — меры 

Хаара на /С, то / = сГ для некоторой положительной константы с 
(см. [Шевалле]). Пусть 1 обозначает постоянную функцию на /С, 
принимающую во всех точках значение 1. В случае когда /1 = 1, 
мера Хаара / называется нормированной. Для всякой меры Хаара / 
и всякой С-значной функции F = + К—1/^ (И\- £ С* (К)) 

положим / (F, + У — IF 2 ) = IF X + V—\IF % . 

Будем обозначать нормированную меру Хаара на U обычным 

знаком интеграла J F (х) dx. Полагая для любой С-значной 
и 

непрерывной функции F на Т 
1 1 

j • • • J F (exp (ф,Я, + . .. -f <р,Я/)) depj. . .гі<Р/ — jF(«/)dy, 
о о т 

мы задаем нормированную меру Хаара на Т. 
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(7.5.6) Для всякой непрерывной С-значной функции F на U 
1 1 

J F (х) dx = j ... J / D (//) D (Н) j F (х exp Fix' 1 ) dx 

и о о \ и 


X <іф д .. .dq)/, 


И — Ф 1 Я 1 + . . . + 
где w — порядок группы Ad (Д). 

Доказательство. Легко видеть, что правая часть доказываемого 
равенства как функция от F £ С (0) удовлетворяет условиям 
(і) — (ііі). Для F = 1 эта правая часть равна 
1 1 

J • • • J D(H)D(H)a((> 1 . . .d(fi = 1, 

О О 

в силу (7.5.5) и (2). Следовательно, она определяет нормирован¬ 
ную меру Хаара на U. Q 

Обозначим через К ( U ) множество всех С-значных непрерыв¬ 
ных функций на U , для которых F (хух' 1 ) = F (у) при всех 
х, у £ U. Элементы множества К (U) называются функциями 
классов , поскольку значения функции из К (U) зависят только 
от классов сопряженных элементов. Интеграл (мера Хаара) 
от функции классов F определяется формулой 

1 1 

(5) J F (х) dx = j • • • j F (exp Н) D (Н) D (Н) dcpj . . ,d%, 
и 0 0 

Н = у 1 Н 1 + • • • + ф іНі, 


ввиду (7.5.6). 

Пусть C N (Т) — совокупность всех С-значных непрерывных 
функций F на Т, таких что F (sys* 1 ) = F (у) для у £ Т и s £ N (Т). 
Очевидно, что отображение 

К (U) Э F^F It- е С"(Т) 

взаимно-однозначно и сюръективно. 

Обозначим, далее, через C w (t) множество всех С-значных 
непрерывных функций F на t, инвариантных относительно аффин¬ 
ной группы Вейля 

Afd (А) = Т (Г) Ad (А), 
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т. е. таких, что F (ѲЯ) = F (Я) для всех Ѳ £ Afd (А) и Я £ t. 
Тогда, как было показано, отображение 

C N (Г) Э F^Foexp G C w (t) 

взаимно-однозначно и сюръективно. 

В дальнейшем мы будем отождествлять К (U) с C w (t) при 
помощи отображения F і— > F о ехр и называть элементы из 
C w (t) также функциями классов. Согласно (5), интеграл от 
функции классов определяется равенством 

1 1 

(6) \F(H)dH = -^ j ... \F(H)D{H)DlH)d^ d%, 

t 0 0 

Я = Фі Яі + * • * + 

Пусть (V, /) — представление алгебры и. Его характер х/ 
является функцией классов. Если / неприводимо, то %f назы¬ 
вается примитивным характером. Всякий характер Х/ может 
быть записан в виде 

Xf “ Xfj ~г ’ * * Н~ khXfrf 

где kj — натуральные числа, а X/-— примитивные характеры, 
что соответствует разложению данного представления на непри¬ 
водимые. Множество всех примитивных характеров не более чем 
счетно, ввиду того что число доминантных целочисленных форм 
не более чем счетно. В наших обозначениях одну из основных тео¬ 
рем теории Петера—Вейля можно сформулировать следующим 
образом: 

(7.5.7) Пусть {% ь % 2 > ...} —множество всех различных прими • 
тивных характеров. Тогда 

(7) J X,- (в) X/ W) dH = 8 t/ л/ж *,/=1.2 . 

t 

я ео./Ш для функции классов F 

j F (Я) X/ (H) dH = 0 при всех j = 1,2, ..., 
t 

mo F (Я) - 0. 

Короче говоря, {x/} — полная ортонормированная система 
в предгильбертовом пространстве C w (t) относительно скалярного 

произведения, определяемого интегралом J dH. 

t 

(7.5.8) Теорема $ Пусть со — доминантная целочисленная форма . 
Тогда существует неприводимое представление (V^ f^) алгебры и 
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(і или д) со старшим весом со. Характер х и этого представления 
задается формулой 

(8) Хш (Н) = Аі Дь(Н) (формула характеров), 
где 



и 

A k (H)= Г (det S)e(SKH). 

S £ Ad (A) 

Доказательство. Пусть вначале (V, f) — неприводимое представ¬ 
ление алгебры и и со — его старший вес. Пусть % — характер 
представления /. Положим для любого Я £ t 

I (Я) = х (Я) D (Я). 

Так как функция х симметричная (в силу (7.5.1)), a D — альтер¬ 
нирующая, то и g — альтернирующая функция. Рассуждая 
так же, как и при доказательстве теоремы (7.5.5), получаем 

І(Я)= (Я), С, 

1 = 1 1 


где fx x , \i k — различные строго доминантные целочисленные 
формы, фигурирующие в конечных рядах Фурье, которые полу¬ 
чаются при разложении 

( 2 сіішѴ(Х)е(Х,Я)Ш( е (т(Р. // ))-е(--5-(Р.Я)))- 

/0>о 

Тогда со + б будет наибольшей из целочисленных форм, входящих 
в эти ряды Фурье, и притом строго доминантной, поскольку б 
такова. Следовательно, мы можем предполагать, что = со + б. 
Так как dim V (со) = 1, то с х — 1. В силу (2), 

1 1 

- 5 Г J • • • J 5 (Я) ш сіср , ... dept = I Cl I 2 + I 1 2 + • • • + I c k I 2 . 

0 0 

Нол ввиду (7) этот интегра равен J х (Я) х (Я) dH = 1. Следо- 

t 

вательно, с г = ... = c k = 0 и мы имеем | (Я) = Л №+б (Я). По¬ 
скольку D (Я) = Л б (Я), отсюда вытекает (8). 
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Будем теперь исходить из доминантной целочисленной формы со. 
Тогда форма со + б строго доминантна. Положим 

ѵ _ ^он-6 

Ли) Q 

Так как функции и D = А 6 — альтернирующие, то функ¬ 

ция Хсо симметрична. Поскольку каждый элемент группы 
Г = Z + ... + ZHi является периодом как для Л ш+б , так 
и для D, функция %(о инвариантна относительно Т (Г). Следо¬ 
вательно, Хо) — функция классов. В силу (2), для доминантных 
целочисленных форм со и со' 

jxto (Н) W(H)dH 

t 

1 1 

^ — J • • • J Л( 0 + 6 (ф Х Н !+**•■+" Ф iH I ) ^со'+б (фі^ !+•••+ Ф/Я і) 

О О 

X dtp x . . .сіф/ == О 

если со Ф со'. Если х© не является примитивным характером, 
то вследствие полноты системы примитивных характеров мы 
имеем X© = 0, — противоречие. Этим доказано существование 
неприводимого представления с характером х©- Так как х© — 
конечный ряд Фурье вида 

ЗСш (Н) = е (со, Я) + £ с ( е (ц,-, со), 


где все р, < со, то со — старший вес этого представления. [] 


(7.5.9) (Формула размерностей) Размерность неприводимого пред¬ 
ставления (Ѵ^, / ю ), имеющего старший вес со, равна 


dim Vq = 


П (со+ 6, Р) 
р>о _ 

П (б, р) 

р>о 


где 6 = 2- УѴр. 

Р>о 


Доказательство. Для того чтобы вычислить dim Ѵ а = (0), рас¬ 

смотрим % и (кН), Н £ t, как функцию вещественного параме¬ 
тра X. Имеем 

е (2-(р, ХЯ)) - е (- 2- (р, ХЯ)) = 2 sin яХ(р, Я) 


= 2я V— 1 (Р, Я) X + О (X 2 ) 


и, значит 
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D (XH) = (2я V— П (р, Я) Я,* + О (Я* +1 ), 

Р>0 

где k — число положительных корней. С другой стороны, 

Л а+6 (Щ = Т, (det S) е (S (ш + 6), Л.6) 

SgAd(A) 

= X det (S) е (S _1 8, Я, (со + 8)) 

= D (со (Я, -j- б)) = (2я П (со + б, Р)Я,‘ 

р>о 

+ 0(Х)* +1 . 

Но поскольку форма б строго доминантна, то (Р, 6) > 0 для 
любого положительного корня р и 

D (Х8) = (2я Ѵ~У П (6, р) Х к + О (Х к+1 ) . 

Р>0 

Следовательно, 

П (со+б, Р) 

Ха (0) = Нт Ха» (Щ = - -• □ 

11 (о» р) 

Р-0 

Формула характеров и формула размерностей принадлежат 
Г. Вейлю. 


7.6. Фундаментальные представления 
классических простых алгебр Ли 

/. -Фундаментальные веса 

С каждой простой комплексной алгеброй Ли типа A h B h С, 
или D t мы связали в § 2.7 одно типическое представление. В каж¬ 
дом случае имелась подалгебра Картана, состоящая из диагональ¬ 
ных матриц. Пусть [х ъ ..., х п ] обозначает диагональную матрицу 
с элементами х ъ ..., х п на главной диагонали. Тогда указанными 
подалгебрами Картана являются {(лг ь ..., x t ): x t С С}, где 

' [* 1 , •••, X h — (jf 1 + - h x t )\ для At, 

(x v X[) ==. [0, x v x h —x v —x t [ для B h 

. [x lt x h —x v —x,] для Cl и D t . 

Определим e h полагая e ( . (x u x t ) = x t для i = 1, Для A t 

мы положим также e /+1 = —(e x + ... + s,). Тогда e lt s, и 
(в случае Л ; ) е ;+1 суть веса упомянутых типических представлений. 
Система простых корней я состоит из следующих элементов: 

ос, = е, — е 2 , а,_! = г 1 _ 1 — е, 
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R/ — е /+1 для Л,, 
е, для В ь 

2е, для С п 

<5і-і + е ; для D,. 

В § 5.5 была приведена таблица матриц d (я), с помощью кото¬ 
рых мы можем вычислять фундаментальные веса о>х, со, как 
линейные комбинации корней a lt а,. Выразим со, через е х , 
е,. Например, в случае Л, 

®і = Т+Т ^ а і + — 1) а 2 + • • • + а /) 

= ТП" (/ (81 - е 2 ) + (^ - 1) (в* - е 3 ) + • • • + (е, - е, + ,)) 

= 7ТТ ((/ + 1) «1 - («с + • • • + «!«)) = «.• 

Аналогично имеем 

С0 2 = ві + е 2 , С0 3 = 8 Х + 8 2 + 8 3 , С0 у = 8 Х + ... + 8/ 

для всех типов, всего лишь с тремя исключениями: 

Ю/ = 4“( 8 і~+ -+£/) ДЛЯ б/ и D,, 

= 4"^ + * ’ ’ + е '-і ~~ е ') для 

Далее в этом параграфе мы изучим по отдельности представ¬ 
ления, отвечающие исключительным и неисключительным фун¬ 
даментальным весам. 

II.Представления в пространстве Д г (С т ) 

С помощью типических представлений мы вкладываем каждую 
классическую простую комплексную алгебру Ли в gl (m, С), 
где т = / + 1 для A h т = 2/ + 1 и для б у и m = 2/ для С* 
и D/. Поэтому каждое типическое представление индуцирует 
представление в Д г (С т ). Рассмотрим в пространстве С т базис 
|£ ь ..., е т \, где ej — весовой вектор, соответствующий весу 
/ = 1, ..., т. Тогда е і± Д е* 2 Д ... Д (/ х < і 2 < ... < / г ) есть 

(Ц + ... + Я^)-весовой вектор в Д г (С т ). Поскольку % ъ ..., Х т 
могут быть равны только ±г і (і = 1, ...,/), О или е /+1 , старший 
вес равен е х + ... + е г . Таким образом, для любого неисключи¬ 
тельного фундаментального веса со г , можно найти соответствую¬ 
щий неприводимый модуль V (со г ) в Д г (С т )- 
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Как мы знаем, dim Д г (C w ) = ^ j. С другой стороны, по фор¬ 
муле размерностей мы можем вычислить dim У (со г ) следующим 
образом: 


dim У (о)/) = 


1 + 1 ' 

г , 

) для 

А, 



2/ + 1' 

г 

) ДЛЯ 

в, 

(/- 

<0. 

21 -1- 1' 


С/ 



г 

) 2 /-г + 2 Д-чя 

> 


г) 

ДЛЯ 

А 

(/• 

</- 


Следовательно, для А и B h D, мы имеем У (со г ) = Д г (С т ). Но 
для С/ пространство /\ г (С 2/ ) приводимо, за исключением слу¬ 
чая г = 1. 


III. Спинорные представления 

Наметим конструкцию спинорных представлений ортогональ¬ 
ных алгебр Ли о ( п , С), т . е. В t и £>,. Подробности можно найти 
в книге [Бёрнер]. 

Пусть У = С т и Т (V) — тензорная алгебра над У. Пусть / — 
идеал в Т (У), порожденный всеми элементами вида 

(*/) 0 (Уі) + (Уі) 0 (*,) - 2 {x 1 y l -1-f- x m y m ), 

(*,). ш e C*. 

Алгебра Клиффорда C(m) определяется как факторалгебра Т ( Ѵ)/І ; 
это ассоциативная алгебра с единицей. Пусть р: V -*■ С ( пг ) — 
естественная проекция и [е и е т \ — канонический базис в С т : 
е і — (б,/). Из определяющих соотношений для агебры С ( т) 
следует, что 

р (ер 2 = 1, р (<?/) р (е к ) + р (е к ) р (е,) = 0 (/ ф k) 


и множество всех элементов вида 

Р Ю Р (<?;,,) • • • Р («*,)> І 'і < ** < < in 

образует базис в С (т). В частности, отображение р инъективно и 
dimC(m)= “ ) = 2 т . 

г—0 
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Пусть End (С*) — ассоциативная алгебра всех комплексных 
матриц размера k х k. Тогда 

С (2п) ss End (С 2 "), 

С (2п + 1) = End (С 2 ") 0 End (С 2 ") (прямая сумма идеалов). 

Следующий шаг состоит в нахождении подалгебры Ли в С (т), 
изоморфной о (т + 1 , С). 

Обозначим через Е п - матрицу, у которой (і, /)-й элемент ра¬ 
вен 1, а остальные элементы равны 0. Множество всех элементов 
вида 


•S, / — Ец - Eji (і /) 

образует базис в о (т + 1). Поэтому 

[5,/, S k[ ] = б j k Sn -f- б it Sj k — б j[S ik — б ikSji- 

Рассмотрим в алгебре Клиффорда С (т) элементы Г І>; (г> /), 
определяемые формулами 

Ті , /= -g-p (e t ) р (ej) при m + 1 > i > 

Tm+ 1, / — " 2 " I ІР ( e j)- 

Легко видеть, что отображение S n - <—> Тц (i > j) задает изомор¬ 
физм алгебры Ли о (m + 1, С) в С ( m ). 

Следовательно, алгебра Ли 5, =ё о (2/+ 1, С) допускает 
некоторое представление / в алгебре С (21) зё End (С 2 0- По¬ 
скольку / (В,) содержит р (С 21 ), ассоциативная алгебра, порож¬ 
денная / (В[), совпадает с С(21), откуда следует, что представление/ 
неприводимо. Таким путем мы получаем представление алгебры B h 
соответствующее весу ю*. 

Аналогично 

D, s о (21, С) с С (2/ - 1) s End (С 2 ' -1 ) 0 End (С 2 ' -1 ), 

и мы можем найти два неприводимых представления алгебры D t 
размерности 2 г_1 , соответствующие весам со гі и со t . Эти пред тав- 
ления алгебры о (п. С) называются спинорными представлениями. 

Упражнение. Группы SL (/ + 1, С) и SP (/, С) односвязны, а группа SO (т, С) 
неодносвязна. Фундаментальные веса для типов Л и С являются линейными 
комбинациями форм ...,е/ с целыми коэффициентами, а для типов В и Р 
это неверно. Найти связь между этими двумя фактами. 




252 Гл. 7. Неприводимые представления 


В. ВЕЩЕСТВЕННЫЕ НЕПРИВОДИМЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
7.7. Основные понятия 

В оставшихся параграфах этой главы мы изучаем веществен¬ 
ные неприводимые представления вещественных полупростых ал¬ 
гебр Ли. После того как в данном параграфе мы введем нужные 
обозначения и обсудим терминологию, мы обратимся к теореме 
Э. Картана, которая устанавливает взаимно-однозначное соот¬ 
ветствие между вещественными неприводимыми представлениями 
и комплексными неприводимыми представлениями. При помощи 
этого соответствия класс всех комплексных неприводимых пред¬ 
ставлений разбивается на два подкласса. Важным инвариантом, 
позволяющим различать эти подклассы, служит индекс комплекс¬ 
ного неприводимого представления. 

Пусть У и U — векторные пространства над С. Отображе¬ 
ние Т: У U называется полулинейным , если 

Т (с 1 ѵ 1 + c.j> 2 ) = с х Т (ѵ г ) + с 2 Т (ѵ 2 ) 

для всех ѵ ъ ѵ 2 £ V и с ъ с 2 £ С. (Как обычно, мы обозначаем 
через с число, комплексно сопряженное к с. В случае когда U = С, 
полулинейное отображение называется полулинейным функцио¬ 
налом). 

Множество К* всех полулинейных функционалов на У ста¬ 
новится линейным пространством, если ввести операции 

(П + Т 2 ) (ѵ) = 7> + Т 2 ѵ, 

(сТ) (ѵ) = сТѵ. 

Далее, dim К* = dim У. В самом деле, пусть \е ъ ..., е п \ — ба¬ 
зис в У. Определим функционалы Т ъ ..., Т п из У*, полагая 

Т і ( е і) = Для /= 1, .... п. 

Тогда множество |7\, ..., Т п \ будет базисом пространства У*. 

Пусть У — пространство, двойственное (над С) к У*, т. е. 
векторное пространство всех комплексных линейных функцио¬ 
налов на У*. Мы можем определить отображение У-> У, ѵъ—>ѵ 
формулой 

ѵ (Т) = Тѵ 

для всех ѵ £ У, Т £ У*. Это отображение является взаимно¬ 
однозначным полулинейным отображением пространства У на У. 

Исходя из данного линейного преобразования Л: У ->■ У, 
можно определить линейное преобразование Л: У -> У следую¬ 
щим образом: 

Аѵ = Аѵ 
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для всех ѵ £ У. Отображение А А является взаимно-однознач¬ 
ным полулинейным отображением пространства gl ( Y ) на gl (V). 
Далее, 

[АГВ] = И, В) 


для всех Л, В £ gl (V). Если {е І9 ..., г„} — базис в У, то {e lf 
ё п \ — базис в У; матрицей преобразования А в базисе \ё ІУ ..., ё п \ 
служит матрица, комплексно-сопряженная к матрице преобра¬ 
зования А в базисе \е ІУ ..., е п \. 

Всякое векторное пространство У над С можно рассматривать 
как векторное пространство над R; это вещественное векторное 
пространство будет обозначаться Vr. 

Пусть g — вещественная алгебра Ли и (У, /) — ее комплекс¬ 
ное представление. Полагая 

Ы (X)v = f ( X) V 

для всех X £ д, ѵ £ У, мы получаем ассоциированное веществен¬ 
ное представление (Vr, f R ) алгебры д. Обратно, всякое веществен¬ 
ное представление (£, d) алгебры g порождает комплексное пред¬ 
ставление ( Е с , d c ) просто при расширении поля коэффициентов. 

Предположим снова, что (У, /) — комплексное представление 
вещественной алгебры Ли д. Полагая 

f (X) = ТЩ 

для всех X £ д, мы получаем представление (У, f) алгебры 
в пространстве У. (Здесь существенно, что g — вещественная 
алгебра Ли.) В этом случае отображение определяет д-изо- 

морфизм между /r и Jr. 

Пусть (Уі, /і) и (У 2 , / 2 )—два комплексных представления 
вещественной алгебры Ли д. Если (У ь /д) изоморфно (У 2 , / 2 ), 
то говорят, что представление (У ь /д) сопряжено к представлению 
(У 2 , / 2 )» и пишут /д ~ / 2 . В случае когда ~ f ly представление Д 
называется самосопряженным. 

(7 Л Л) Пусть (Уі,/і) я (^ 2 , / 2 ) — комплексные представления 
вещественной алгебры Ли д. Представление (У ь /д) сопряжено 
к (У 2 » / 2 ) пгогда и только тогда , когда существует взаимно-одно¬ 
значное полулинейное отображение Т из У х яа У 2 , такое что 

Tof 1 {X) = f 2 (X)oT 

при всех X £ д. В частности , представление (У ь / х ) самосопря¬ 
жено тогда и только тогда , когда существует взаимно-однознач- 
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ное полулинейное отображение J пространства Ѵ г на себя , 
такое что 

Joh (X) = h (X) о J 
для всех X £ g. 

Доказательство. Если ~ / 2 , то существует линейный изомор¬ 
физм 

S-.V^Vz, 
такой что 

SoJ^X) = h(X)oS 

для всех X £ g. Определим отображение Т : У х ->■ У 2 соотноше¬ 
нием Т (ѵ г ) = S (Уі). Ясно, что Т обладает требуемыми свой¬ 
ствами. 

Обратная импликация доказывается аналогично, подробности 
мы опустим. Q 

7.8. Теорема Картана 

Пусть g — вещественная алгебра Ли и (£, d) — ее веществен¬ 
ное представление. Будем обозначать через Id] класс всех веще¬ 
ственных представлений, эквивалентных (т. е. д-изоморфных) 
представлению (£, d). Далее, положим 

R n (g) = { Id]: (£, d) неприводимо и dim Е = п\. 

Аналогично, если (V, f) — комплексное представление алгебры д, 
то класс всех комплексных представлений, эквивалентных ( V , /), 
обозначается через [/]. Положим также 

С п (з) = {[/!: (Ѵ у /) неприводимо и dim V = п\. 

Наконец, обозначим через [/] класс всех комплексных пред¬ 
ставлений алгебры д, эквивалентных либо (К, /), либо (У, f), 
и положим 

С п (з) = { 1/1: (Ѵу f) неприводимо и dim V = п\. 

Чтобы сформулировать теорему Картана, нам надо разбить 
эти классы на подклассы. А именно, мы полагаем 

;СІ(д) =={[/] 6 С„(д): /к приводимо}, 

С"(д) = |[Л £ Сп (д): /r неприводимо}, 

Ог' (д) = {[/] € Сп (з)* /r неприводимо}, 

R«(g) = i[d] £ Rn(g): d c неприводимо}, 

R V (g) = [\d] 6 R«(g): d c приводимо}. 




7.8. Теорема Картана 255 


Теорема Картана утверждает существование следующих взаимно¬ 
однозначных соответствий (через обозначены отображения, 
которые нужно задать): 

R п ( 9 ) <_С п ( 9 ), 

Фз 

К” (д)П Сп ( 9 ). 

ф* 

Первый этап доказательства этой теоремы состоит в том, что 
с каждым вещественным неприводимым представлением алгебры g 
мы связываем некоторое комплексное неприводимое представление. 

А) Пусть (Я, d) — неприводимое вещественное представление 
алгебры д, для которого представление ( Е с , d c ) также неприво¬ 
димо. В качестве г|д мы берем отображение , которое классу [d] 
относит класс [сР]. Далее будет показано , что [ d c ] принадле¬ 
жит СЪ (д). 

Теперь обратимся к случаю неприводимого вещественного 
представления (Я, d) алгебры д, для которого представление 
(Я с , d c ) приводимо. Построение неприводимого комплексного 
представления, отвечающего представлению (Я, d), мы начнем 
с того, что докажем следующую лемму: 

(7.8.1) Пусть Я — вещественное векторное пространство и 
ѵу-^ѵ — полулинейное отображение пространства Е с на себя у 
определяемое правилом 

ѵ = л: + V — 1 У ѵ = л* — / —1 у 

для всех х у у £ Е. Пусть W — комплексное подпространство 
в Я с и 

W = I w £Ѵ: w £ W\. 

Равенство W = W имеет место тогда и только тогда у когда суще¬ 
ствует такое вещественное подпространство F пространства Я, 
что 

W = F + V —\ F= {х + Ѵ—\у\ х, у £ F}. 

В этом случае F = W {] Е. 

Доказательство. Прежде всего, из определения ѵ следует, что 
ѵ = ѵ тогда и только тогда, когда ѵ £ Я. Если W = F + V — ІЯ, 
то W = W и Я = W П Е. Обратно, предположим, что W = W. 
Для всякого w £ W имеем 

w = “Y( w -\- й >) ■+■ ( 1/2 V— 1 ) V — 1 (w — w). 
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где w + w и V —1 (w — w) принадлежат W [\ E. Полагаем 
F = W [) Е.П 

Предположим теперь, что (. E , d) — вещественное неприводи¬ 
мое представление алгебры g, такое что ( Е с , d c ) приводимо. 
Пусть V — произвольное g -инвариантное комплексное подпро¬ 
странство в Е с у отличное от Е с и от 0. Комплексное подпро¬ 
странство W = V + V является g -инвариантным и удовлетво¬ 
ряет условию W = W. Согласно (7.8.1), существует вещественное 
подпространство F в Е у такое что 

V + V = F + V~F и f = (У + Ѵ) П Е. 

Из второго равенства следует, что F тоже g -инвариантно. Так 
как V Ф 0, то F = Е и V + V = Е с . Аналогично доказывается, 
что (V П V) П Е — вещественное g -инвариантное подпростран¬ 
ство в Е и (V П V) = 0 (поскольку V Ф Е с ). 

Таким образом, если представление (£ с , dP) приводимо, то 
существует g -инвариантное комплексное подпространство V в £ с , 
для которого 

Е С = Ѵ + Ѵ к V (}Ѵ = 0. 


Отсюда вытекает, что dim V = -у- dim Е с . Далее, V является 

неприводимым комплексным g -модулем. Действительно, если U 
есть g -инвариантное комплексное подпространство в У и U Ф 0, 
то так же, как и выше, доказывается, что 

E- = U + U и U П U=0. 

Поэтому dim U = dim V и U = V. 

Представления алгебры g в пространствах V и V сопряжены 
относительно отображения ѵ\—->ѵ. Далее, эта конструкция опре¬ 
деляет V однозначно с точностью до сопряжения. В самом деле, 
предположим, что U — собственное ненулевое д-инвариантное 
комплексное подпространство в Е с . Тогда 

E C = U + U и U П U = 0. 

Если ѵ С К, то ѵ — и Ф w для некоторых элементов и, w С U. 
Отображение ф: V -> U, задаваемое формулой ф (у) = и , д-ин- 
вариантно. Следовательно, V изоморфно U (если ф взаимно-одно¬ 
значно) или U. 

Соберем вместе полученные результаты: 

В) Пусть (Е у d) — неприводимое вещественное представление 
алгебры д, для которого представление ( Е с , d c ) приводимо. Пусть 
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У — произвольное g- инвариантное ненулевое собственное комплекс¬ 
ное подпространство в Е с . Тогда 

& = Ѵ + Ѵ и У П У = 0 . 

Представление / алгебры g в пространстве V неприводимо и опре¬ 
делено однозначно с точностью до сопряжения. В качестве ф 2 
мы возьмем отображение , которое классу [d] ставит в соответ¬ 
ствие класс [/]. Позднее будет показано , что [/1 £ С« (д). 

Итак, мы связали с каждым неприводимым вещественным пред¬ 
ставлением алгебры g неприводимое комплексное представление. 
Теперь поставим в соответствие каждому комплексному неприво¬ 
димому представлению вещественное неприводимое представление. 

Пусть (У, /) — комплексное неприводимое представление ал¬ 
гебры д, для которого представление (Vr, /r) приводимо. Пусть 
Е — произвольное вещественное g -инвариантное ненулевое соб¬ 
ственное подпространство в Vr. Тогда Е + // —\Е и Е f| V —1 Е 
суть комплексные g -инвариантные подпространства в У. По¬ 
скольку 

Е + у ~ ф 0 и Е П V ~Е ф У, 
мы заключаем, что 

У к - Е + У и Е П У ~\Е = 0. 

В частности, dim Е = dim Vr. 

Представление d алгебры g в пространстве Е неприводимо. 
В самом деле, если F — вещественное g -инвариантное ненулевое 
собственное подпространство в £, то, рассуждая так же, как и 
выше, мы получаем 

У к == F + V — 1 F и F П V — \F = 0. 

Следовательно, dim F = dim E и F == E. 

Вещественные представления алгебры g в пространствах Е 
и У—ЛЕ изоморфны — этот изоморфизм осуществляет отобра¬ 
жение х\—>у — Іх. Далее, приведенная конструкция определяет 
вещественное представление в Е однозначно. Действительно, 
если F — вещественное g -инвариантное ненулевое собственное 
подпространство в Vr, то 

Vr = F + У — \F и F Г) V — IF = 0. 

Если ѵ С Е у то ѵ = х-\- у —1 у для подходящих х, у С F, и 
либо отображение Е 3 v\—>x £ F, либо отображение Е ^ ѵ 
1 ^ (/” — 1 у С / — I / 7 является д-изоморфизмом. 

9 М. Гото, Ф. Гроссханс 
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C) Пусть (V, f) — комплексное неприводимое представление 
алгебры д, для которого представление (Vr, /r) приводимо. 
Пусть Е — произвольное д- инвариантное ненулевое собственное 
вещественное подпространство в Vr. Тогда 

V R = Е + У ~Е и Е П У ~Е = 0. 

Соответствующее вещественное представление d алгебры д в про¬ 
странстве Е неприводимо и определено однозначно. В качестве я |) 3 
мы берем отображение , относящее классу [/] класс \d]. Ниже 

будет показано у что \d] € Rn (д)- 

D) Пусть (V, /) — неприводимое комплексное представление 
алгебры д, для которого представление (Vr, f R ) неприводимо. 
В качестве мы возьмем отображениеу которое классу [/] относит 
класс [/r]. Сейчас будет показано у что [/r] £ RW (д). 

(7.8.2) (і) Функция взаимно-однозначно отображает R„(g) 

на Сп (д), а'Фз взаимно-од позначно отображает С!г (д) на Rj, (д). 
Более того , отображения ^ и взаимно обратны. 

(іі) Функция я |) 2 взаимно-од позначно отображает R^ (д) на 
Сп (д), а ф 4 взаимно-однозначно отображает С" (д) на 
R'n (д). Более того, отображения ф 3 и ф 4 взаимно обратны. 

Доказательство, (і) Пусть (Е , d ) £ Rj, (д). По определению, пред¬ 
ставление ( Е с , <С) неприводимо. Покажем, что [d c ] £ Ch (g). 
Чтобы упростить запись, положим V — Е с и / = d c . Представ¬ 
ление ( Vr,/r) приводимо, поскольку 

V R = Е + Ѵ'~Е, Е П V ~Е = О, 

а Е является g -инвариантным подпространством в Vr. Отсюда 
следует, что фх [d] а С\ (д) и, согласно С), 

фзФі Id] = ы\. 

Далее, пусть (V, /) £ Ch (д). Снова в силу С) существует 
д-инвариантное ненулевое собственное подпространство Е в Vr, 
для которого 

V R = Е + у ~Е и Е П Ѵ ~Е = 0. 

Обозначим через d неприводимое вещественное представление, 
индуцированное представлением / r в Е. Из построения сразу 
следует, что V изоморфно Е : и сР — /. Это показывает, что 

f d] £ Rn (g) п 
ФіФз f/1 = I/I- 
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(іі) Пусть вначале (£, d) £ Rn (g). Согласно В), существует 
комплексное g -инвариантное собственное подпространство V в £ с , 
такое что 

E C = V + V, V П Ѵ = 0 

и представление / алгебры g в пространстве V неприводимо. 
Приведенные выше соотношения показывают, что 

dim Е с = 2 dim V. 

Следовательно, вещественное пространство Е имеет четную раз¬ 
мерность; обозначим эту размерность через 2 п (вместо п). 

Покажем, что (Fr, /r) является неприводимым вещественным 
представлением алгебры д. В самом деле, если бы Vr содержало 
какое-нибудь вещественное g -инвариантное ненулевое собствен¬ 
ное подпространство F, то 

(F + F)(]E 

было бы собственным ненулевым g -инвариантным подпростран¬ 
ством в Е , вопреки нашим предположениям о представлении ( Е , d). 

Это показывает, что [d] принадлежит С'п 1 (9). 

Остается доказать, что [/r] = Id]. Отображение <p: VЕ, 
задаваемое формулой ср (и) = ѵ + ѵ, R -линейно и взаимно-од¬ 
нозначно. Поскольку dim Vr = dim Е, ср является изоморфизмом 
пространства Kr на Е. Кроме того, 

ф o/r = d о ср, 

так что [/r ] = Id]. Мы показали, что 
Ф4Ф2 fd] = [сП. 

Пусть теперь (V, f) £ С" (д). Для удобства обозначим Kr 
через Е, a /r — через d. По предположению, вещественное пред¬ 
ставление (Е, d) алгебры g неприводимо. Отметим, что 

dim Е = dim Kr = 2 dim V 
и потому [d] £ R 2 „ (g). 

Линейный автоморфизм Ф: Е Е, определенный формулой 
Ф (я) = у — Іх, удовлетворяет условию Ф 2 = —1. Продолжим Ф 
до линейного автоморфизма Ф с пространства £ с и положим 

и+= I х £ £ С; Ф с ( х ) = V — 1*}. 

и_ = {х £ Е с : Ф с (х) = у ^Тх}. 

Ясно, что 

£С = и+ + и_ и и+ п и_ = о. 


9 * 
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Как обычно, мы обозначаем комплексное сопряжение в Е с отно¬ 
сительно Е через х \—^х. Легко проверить, что 

Ф с (х) = Ф с (х) 
и, значит, 

U + - и_. 

Далее, комплексные подпространства U+ и U _ в Е с оба д-инва- 
риантны, поскольку Ф коммутирует с d = /r. Следовательно, 

Id] £ Rln (g). 

Согласно В), комплексное представление алгебры g в U+ 
неприводимо; будем обозначать его через Мы утверждаем, 
что [/] = [/J. Действительно, элемент и = х + V — 1 у £ Е с 
лежит в U+ тогда и только тогда, когда х = Ф (у), поскольку 

Ф° (и) = Ф (х) + V — 1Ф (у) 
и 

V —1 и = у -{- ]/ 1 X. 

Следовательно, мы можем определить отображение ср : V -*■ U+, 
полагая 

Ф (У) = ф (У) + V—ty. 

Это отображение R -линейно и даже С-линейно, поскольку 
ф W — 1 У) = <р(Ф («/)) = Ф 2 (у) + К —1 Ф {у) 

= —у+ Ѵ=г Ф (у) — V —1 ф (у). 

Кроме того, ф взаимо-однозначно и фо/ = /іОф. Следовательно, 
[/] = [/J и 

М 4 [/1 = [/]• □ 

Тем самым теорема Картана полностью доказана. 

7.9. Индекс комплексного представления 

Теорема Картана сводит изучение вещественных неприводимых 
представлений к изучению комплексных неприводимых представ¬ 
лений. Но, если задано комплексное неприводимое представле¬ 
ние ( V , /), как можно определить, принадлежит [/] к Ся(д) 

или к Сп (д)? В этом параграфе каждому представлению / ста¬ 
вится в соответствие некоторый инвариант, называемый его индек¬ 
сом. Затем показывается, что [/]£ С h (g) в точности тогда, когда 
f ~ f и / имеет индекс, равный 1. На основе доказательства этого 
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утверждения строятся различные методы выяснения того, выпол¬ 
няются ли указанные условия для представления f. 

Пусть g — вещественная алгебра Ли и (У, /) — ее неприводи¬ 
мое комплексное представление, такое что / ~ f . Как мы знаем 
из (7.7.1), существует взаимно-однозначное полулинейное отобра¬ 
жение J пространства У на себя, удовлетворяющее условию 

J о f (X) = f (X) о J 

для всех X £ д. Ясно, что Р есть автоморфизм пространства У, 
коммутирующий с каждым преобразованием / (X); значит, по 
лемме Шура, Р = cl 9 где с С С. Мы утверждаем, что на самом 
деле с £ R. Действительно, пусть ѵ — произвольный ненулевой 
элемент пространства У. Тогда 

Рѵ = J (Рѵ) = J (си) = cJv 
и 

Рѵ = p ( Jv) = cJv\ 

следовательно, с = с и с C R. В том случае, когда с > 0, гово¬ 
рят, что представление (У, f) имеет индекс 1, и пишут у (/) = 1; 
в случае когда с < 0, говорят, что (У, /) имеет индекс —1, и пи¬ 
шут У (/) = —1- Если со — старший вес представления /, то мы 
иногда будем писать у (со) вместо у (/). 

Индекс представления (У, /) не зависит от выбора J. Действи¬ 
тельно, пусть J' — другое взаимно-однозначное полулинейное 
отображение пространства У на себя, для которого 

Г о f (X) = f (X) о Г 

при всех X £ д. Автоморфизм J~ X J' пространства У коммутирует 
с каждым преобразованием / (X), и потому существует число 
d £ С, такое что Р = dJ. Следовательно, если 

(У') 2 = с'І 

И V С У, ТО 

(«Г) 2 у = с'у 
и 

(Л 2 ^ = (dJ) 2 v = (dJ) (dJ)v = ddJ 2 v = dda;. 

Это показывает, что 
с' = ddc, 

чем наше утверждение и доказано. 

(7.9.1) Пусть g — вещественная алгебра Ли и (У, f) — ее непри¬ 
водимое комплексное представление. Тогда [/] С Сл (д) в том 
и только том случае , если f ~ f и у (/) = 1. 
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Доказательство. Пусть [/] С С« (g)- Тогда, согласно утвержде¬ 
нию С) из § 7.8, существует вещественное g -инвариантное соб¬ 
ственное подпространство Е пространства Vr , такое что 

Vr^E + 1/^TE и 

Далее, вещественное представление d, индуцированное представ¬ 
лением [r в £, неприводимо. Следовательно, V ^ Е с . Пусть 
J — комплексное сопряжение пространства V относительно Е. 
Тогда У 2 = 1, J полулинейно и 

Jof(X) = f(X)oJ 

для каждого X С д, в силу д-инвариантности Е. Следовательно, f~f 
И Y (/) = 1 • 

Обратно, пусть f ~ f и у (f) = 1. Существует такое взаимно¬ 
однозначное полулинейное отображение У пространства V на 
себя, что У 2 = 1 и 

у о / (X) = / (X) о У 

для каждого X С 9- Положим 
Е = {у С У : У^ = ^}. 

Ясно, что Е —вещественное g -инвариантное подпространство в Vr 
и 

У~[ Е= {ѵ С Ѵ:Уі? = — ц}. 

Далее, 

V R = Е + // —1 Е и £ П V —1 Е = О, 

причем первое равенство следует из того, что всякий вектор 
ѵ С V можно записать в виде 

ѵ =4* ( ѵ +-м+4" 

Следовательно, представление (Vr, /r) приводимо и [/] С Сп ( g ). □ 

(7.9.2) Пусть g — вещественная алгебра Ли. Предположим , что 
существуют идеалы д ь . . ., д т в д, такие что 

8 = 9і Ѳ • • ■ Ѳ - 

Пусть Pj : д -> g t - — соответствующие проекции , и пусть (V, /) — 
комплексное неприводимое представление алгебры д, являющееся 
тензорным произведением представлений (V t -, Д о/?/). Тогда f ~ f 
в том и только в том случае , если Д ~ f y для все* / = 1, т. 
Далее , 

Y (/) ~ Y (Л) ••• Y (/т). 
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Доказательство. Заметим прежде всего, что (V, /) является, 
в силу (7.3.1), тензорным произведением комплексных неприво¬ 
димых представлений алгебр д,. Если / ~ f , то существует взаимно¬ 
однозначное полулинейное отображение J пространства V на 
себя, такое что 

J of (X) = f(X) о J 

для каждого X £ д. Мы можем написать 
J — J х (££) • • • (^) J ту 

где J і — взаимно-однозначное полулинейное отображение про¬ 
странства Ѵ і на себя. 

Пусть теперь X С д Л , где 1 < h < т. Тогда 


0 • • • (g)u m = ® • • • (g)/^ (X) v h 0 • • • 0 Уа 

И 

/(X)/ = / 1 y 1 (g) • • • ®/ Л (Х)4и Л ® • • • 


Отсюда следует, что 

J h of h (X) = f h (X)oJ h 

для любого X £ g ft . Кроме того, 

У 2 = У?® ••• ®Д 

и 

Y (Л = Y (/і) -Y(W- 

Обратно, если Д ~ для каждого і = 1, m и Д — соответ¬ 
ствующее полулинейное отображение ѴД на себя, то достаточно 
положить 

«/ = J 1 (^) • • • (££)«/ т , 

чтобы убедиться в том, что f ~ f. Q 

Предыдущий результат сводит изучение комплексных непри¬ 
водимых представлений полупростой алгебры д к случаю, когда 
д — либо одномерная вещественная абелева алгебра Ли, либо 
вещественная простая алгебра Ли. Всякое неприводимое комплекс¬ 
ное представление (У, /) одномерной алгебры Ли имеет размер¬ 
ность 1. Следовательно, тогда 

f ~ f <=> f(X) С R для всех ХС д. 

В этом случае у (/) = 1. (Достаточно положить Jcv = сѵ.) 



264 Гл . 7. Неприводимые представления 


7.10 Комплексные представления 

вещественных полупростых алгебр Ли 

На протяжении этого параграфа g будет обозначать веще¬ 
ственную полупростую алгебру Ли, а I) — ее подалгебру Картана. 
Алгебра Ли д с , полученная из д расширением основного поля, 
содержит в качестве подалгебры Картана. Обозначим корне¬ 
вую систему алгебры через А. Через X X будем обозначать 
комплексное сопряжение в д с относительно д. Напомним, что 

\ХГУ] = [Х, V] и сХ = сХ 
для X , У £ д с и с £С. 

Если к : С — комплексно-линейный функционал, то 

можно получить новый линейный функционал Я, полагая 

Я (Я) = к (Я) 

для всех Я £ f) c . Отображение к і— > к полулинейно. 

Пусть а — корень алгебры \р. Тогда d — также корень. 
В самом деле, если 

[Я, Е а ] = а (Я) Е а , 
то 

[Я, Ё а ] = ^Щ)Ё а 
и, значит, 


[Я, Е а ] = а (Я) Е а = а (Я) Я а . 

(7.10.1) Для любых корней а а р алгебры ^ 

(а, Р) = (а, Р). 

Доказательство. Из отмеченного выше факта вытекает, что для 
всякого корня у алгебры fy c 

j(y, a) = /(Y, «) и &(у, а) = £ (у, а), 

в обозначениях предложений (2.3.1) и (2.3.2). Следовательно, 
в силу (2.3.4), 

(а, а) = 4 / У (/' (у, а) — k (у, а)) 2 ^' 1 

\ѵ€ д ) 

= 4/ Ъ (І (у, a) — k(y, а)) 2 \ _1 
\ѵ€ д / 

= 4/ E (/ (v, a)-k(y, а))*у х = <а, а). 

\ѵ<Ед / 

Поэтому из (2.3.2) следует, что (а, р) = (а, Р). Q 
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В качестве непосредственного следствия предложения (7.10.1) 
мы получаем, что 

(К Д> = (К 10 

для всех к, р С Е = 2^ д RP, так как это вещественное век¬ 
торное пространство порождается множеством Д. Если я — фун¬ 
даментальная система в А, то и я — фундаментальная система. 
Согласно упражнению в § 5.3, существует единственный элемент 5 
группы Вейля алгебры fy 3 , для которого 5я = я. Ясно, что ото¬ 
бражение а н —> Sa = а # является автоморфизмом системы я. 

Чтобы понять, как устроено отображение ос н—> а # , разложим g 
в прямую сумму простых идеалов: 

9 = 9і ® • ' • ® 

Пусть К — подалгебра Картана в д,., А і — соответствующая 
корневая система подалгебры (£) г ) с в (д,) 3 и я /: — фундаменталь¬ 
ная система корней в А £ . Возьмем подалгебру Картана | в д, 
задаваемую формулой 

£) = ® • • • ® btr 

Отождествляя А. обычным способом с подмножествами в А, так 
что 

А = А х U ... U A k (дизъюнктное объединение), 
возьмем в качестве я систему 

я = я 1 и я 2 и • • • и Щ, я,- с= А,-. 

Тогда для а С имеем а £ я,- и Sa £ я-. 

Итак, для того чтобы изучить отображение а ос # , мы можем 
вначале предположить, что сама алгебра g является вещественной 
простой алгеброй Ли. Здесь возможны два случая. 

Случай 1: алгебра g проста, а алгебра д с нет. Эту ситуацию 
можно выразить несколько иначе, сказав, что представление 
(g, ad) неприводимо, a (g 3 , ad 3 ) приводимо. Согласно утверж¬ 
дению В) из § 7.8, существует неприводимое подпространство ш 
в д 3 , такое что 

д 3 = щ -|- ш и тПиг = 0. 

Поскольку 

[д, т] с ш и [д с , т] cz т, 

мы видим, что т — простой идеал в д с и [т, т] = 0 (см. (4.2.3)). 

Если п — подалгебра Картана в ш, то п — подалгебра Кар¬ 
тана вши п + п — подалгебра Картана в д с . Пусть 

I) = (п + п) Г) д- 
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Согласно (7.8.1), 

= п + п. 

Следовательно, () является подалгеброй Картана в g. 

Всякая фундаментальная система {ах, ..., а Л } подалгебры п 
в m порождает фундаментальную систему 

К, ■ • а г , а А , . . ., а г } 

алгебры д. Отображение а ѵ —> а# — это просто продолжение по 
линейности отображения а і \—> а,. 

Случай 2: алгебра g проста и алгебра д 3 проста. Ответ для 
этого случая будет дан в § 8.7. 

Пусть снова g — вещественная полупростая алгебра Ли. 
Задача, которую мы сейчас хотим решить, состоит в том, как 
определить, является ли данное комплексное неприводимое пред¬ 
ставление (V, /) самосопряженным. Если оно является таковым, 
нам бы хотелось также вычислить у (/). 

(7.10.2) Пусть (V, /) — неприводимое комплексное представление 
вещественной полупростой алгебры Ли д. Если (о — старший 
вес этого представления (продолженного на д с ), то 5со (где S: оы—> 
і— > ос # ) —старший вес представления ( V , f). В частности, 

/ ~ f <=>- (о = Sco. 

Доказательство. Если X — какой-либо вес представления (V , /), 
то Я — вес представления ( V , /), поскольку из условия 
Нѵ = к (Н) ѵ 

следует, что 

Нѵ == Я (Я) у 
и 


Яу = А, (Я) у = Я (Я) у. 

Пусть теперь {а*}* — фундаментальная система в Д. Всякий вес К 
представления ( V , /) записывается в виде 

і 

я = со — £ Пі a,-, 

где ^ —неотрицательные целые числа (см. (7.2.1)). Отсюда 
вытекает, что 

і 

SK = Sco — 53 /z*af . 

г=і 
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Но когда К пробегает множество всех весов алгебры $ в У, SA 
пробегает множество всех весов алгебры в V (см. (2.3.2)). Q 

Отображение со t— > со* = переводит старший вес в стар¬ 
ший вес. В самое деле, если со — старший вес представления 
(У, /), то со* — старший вес представления (У, /), согласно 
(7.10.2). Далее, 

со ## = со, 

поскольку каждая из частей этого равенства — старший вес пред¬ 
ставления (У, /). 

Пусть {со J , ..., со/-} —множество всех фундаментальных весов 
по отношению к некоторой фундаментальной системе п = [а ъ ..., 
а,). Так как инверсия * коммутирует с любым ортогональным 
преобразованием, то имеет место равенство = # *, откуда 
(с учетом того, что (со,, а*) = б, ; ) следует, что (cof , а* # ) 
= (cof, af * ) = б if. Следовательно, отображение # индуци¬ 
рует некоторую перестановку множества {со ь ..., со/}. 

Занумеруем фундаментальные веса сладующим образом: 

о)ь • . ., СО/-, cof, . . ., cof , со 2г +ь • • ■> о)/; 
при этом предполагается, что 

со і = cof 

для і = 2r + 1, ..., /. Всякий старший вес со можно записать 
в виде 

СО = П\Щ -f- • • • -j- п г со,- -J- // icof + • • • + n r cof 


+ f h r +l^2r+l + * * * + n L CO l' 

Отсюда вытекает что со = со# тогда и только тогда, когда п г 
— п [, ..., п г — гі г . В этом случае 

СО = П\ (cOj -)- cof ) -J- • • • -f- П г (o) r cof) + /І 2 /+іО) 2 г +1 + * * * + / 2 / 0 У/ . 

Подведем итоги. Определить, выполняется ли соотношение 
/ ~ !, можно, проверив условие со = со#. Это в свою очередь 
можно сделать, выразив со через фундаментальные веса. В слу¬ 
чае когда / ~ f , индекс представления / можно выразить через 
индексы весов со 2г+1 , ..., со,. Для доказательства этого нам по¬ 
требуются два вспомогательных результата. 

(7.10.3) Пусть g — вещественная полу простая алгебра Ли и 
(У, /)—ее неприводимое комплексное представление , имеющее 
старший вес со. Тогда индекс неприводимого комплексного пред¬ 
ставления алгебры g со старшим весом со + со# равен 1. 
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Доказательство. Пусть вначале (К', /') — самосопряженное ком¬ 
плексное представление алгебры д. Если Я — вес алгебры і) 
на Ѵ\ то и Я является весом. В самом деле, пусть J' — взаимно¬ 
однозначное полулинейное отображение пространства V' на себя, 
коммутирующее с действием алгебры д. Если Нѵ' = Я (Я) ѵ\ то 

ЯУѴ = J'Hv' = J"k (Я) и' = ЦП) J'v' = Я (Я) J'v'. 

Как мы видели в (7.3.3), комплексное неприводимое представ¬ 
ление алгебры g со старшим весом со + со # однозначно реали¬ 
зуется в пространстве V ® V (как сужение тензорного произве¬ 
дения представлений). Далее, это представление является само¬ 
сопряженным, в силу (7.10.2). 

Пусть J — отображение пространства V ® V на себя, опре¬ 
деленное формулой 

J (*<8> £) = */<£>*■ 

Легко проверяется, что это отображение взаимно-однозначно, 
полулинейно и сюръективно. Далее, оно коммутирует с действием 
алгебры д, так как 

JX(x(&y) = J(Xx®g + x®lbj) = y(&l&+Xy(&x 

= Х(у®х) = XJ (х®у). 

Следовательно, J отображает подпространство с максимальным 
весом со + со # в себя. (Образ этого пространства при отображе¬ 
нии J имеет веса Я, но данное неприводимое представление яв¬ 
ляется самосопряженным и однозначно определено.) Поскольку 
J 2 — 1, индекс веса со + со # равен 1. Q 

(7.10.4) Пусть g — вещественная полупростая алгебра Ли , (Ѵ ъ 
f і) и ( V 2 , / 2 ) — два ее самосопряженных комплексных неприводимых 
представления со старшими весами со* и со 2 соответственно. 
Если (V, /) — неприводимое представление , имеющее старший 
вес о)! + со 2 , то f ~f и у (/) = у (/,) у (/ 2 ). 

Доказательство. Пусть — вектор старшего веса в Ѵ ъ а ѵ 2 — 
вектор старшего веса в V 2 . Неприводимый g -модуль V можно 
реализовать как подпространство 

и (q)-v 1 <S>v 2 а F, (g) Ѵ 2 . 

Пусть теперь J t для і = 1, 2, —взаимно-однозначное полули¬ 
нейное отображение пространства Ѵ ь на себя, удовлетворяющее 
условию 

J l of l (X) = f i {X)oJ l 

для любого X £ д. Предположим еще, что 
j\ = c x \ и Jl = c 2 l. 
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Отображение J = 0 / 2 перестановочно с действием алгебры д, 

взаимно-однозначно, полулинейно и переводит V x (g) Ѵ 2 на себя. 
Оно переводит также и пространство V на себя (в силу сообра¬ 
жений, аналогичных использованным при доказательстве пред¬ 
ложения (7.10.3)). 

Отсюда следует, что f (что можно было бы также показать, 
рассмотрев старший вес представления /). Далее, 

J 2 = J 2 ^ Д = с х с 2 \ 

•1 Y (/) = Y (/і) Y (ft)- □ 

(7.10.5) Пусть g — полупростая вещественная алгебра Ли и 
() — ее подалгебра Картана. Пусть А — корневая система алгебры 
І) с в д с и 

OJl, . . ., СО/-, СО 1 , . . ., СО/- , СО 2 /-+ 1 , . . ., СО/ 

— система фундаментальных весов. Пусть ( V , f) — неприводимое 
комплексное представление алгебры д, имеющее старший вес со, 
равный 

0) — П\ 0>і —|— . • . — fi ДО/- -j- П Г (Ь\ ~\~ • • • -f- П г СО г -j- П2г+\Ь^2г+1 

+ * • • + п,щ. 

Тогда f ~ f в том и только том случае , если П\ — п[, ..., п г = гі г . 
В этом случае 

у (/) = Y (<02r+l)"" 2r+l ... 7 (со,)"'. 

Доказательство. Это следует из (7.10.3) и (7.10.4). Q 

Упражнение 1. Пусть (V , /) — комплексное самосопряженное представление 
алгебры g и / — взаимно-однозначное полулинейное отображение простран¬ 
ства V на себя, коммутирующее с действием алгебры д. Показать, что если суще¬ 
ствует ненулевой вектор ѵ £ V, для которого Jv= ѵ, то у (/) = 1. 

Упражнение 2. Пусть (К, /) и / те же, что и в упр. 1. Допустим, что существует 
вес X, такой что 1= ^ и dim V (X) = 1. Показать, что у (/) = 1. 



Глава 8 


КЛАССИФИКАЦИЯ ВЕЩЕСТВЕННЫХ 
ПРОСТЫХ АЛГЕБР ЛИ 


8.1. Обозначения 

На протяжении всей этой главы используются следующие обо¬ 
значения: 

g — полупростая алгебра Ли над С, 

() — подалгебра Картана алгебры д, 

I = rank g = dim І), 

А — корневая система алгебры g относительно 1), 

В — форма Киллинга алгебры д, 

Е — вещественное векторное пространство, порожденное А. 
Для к £ Е определим Н к £ 1) формулой 
В (# ь Н) = к (Н) (Н £ ()). 

В пространстве Е имеется положительно-определенное скалярное 
произведение 

(X, р> = X (ЯД = \i(H % ) (X, р £ В). 

Для каждого а £ А мы выбираем Е а таким образом, чтобы 
выполнялись соотношения 

g = t) + CB a ~b CE_ a -f- CBp -f- CB_p [ft, ()] = 0, 

[H, E a \ = a(H)E a при H £ t), a £ A, 

[B a , B_ a ] = — Я а , В (fa, £.«) = — 1 при а£А, 

[В а , Bp] = УѴ а , рВ а+ р, если а, р, а + Р £ А, 

где іѴ а ,р = Я_ а> _р и М а> р = (N a> р) 2 — положительное рациональ¬ 
ное число (так что N a> р £ R); 

[В а , £р] = 0, если а, р £ А, а + р =f 0 и а + Р^А. 

Для Я С ^г = 2*бд К// “ и Я € В имеем ЦЯ) £ R. Мы 
полагаем 

С а — В а -j- В_ а , S a = і (B tt В_ а ), t = Л) г , 
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где / — / —1. Зафиксировав какое-нибудь лексикографическое 
упорядоченное в Е, положим 

и = t -f- $.• (R С а -f- RS a ). 

a>0 

Как мы знаем, и является компактной вещественной формой ал¬ 
гебры д, а t — подалгеброй Картана в и. Пусть т обозначает 
сопряжение относительно и, т. е. 

т (X + iY) = X — iY для X, Y £ и. 

Тогда т Е а = Е_ а . 

Для удобства введем в {) новое скалярное произведение по 
формуле 

(Н ѵ Н. г ) = --£Щ Т В(Н 1 , Я>) (Я х , Яо £ I)). 

Поскольку форма В (# ь Я 2 ) положительно-определенна на 1) г , 
это новое скалярное произведение положительно-определенно на t. 
Для X £ Е положим 

Ф (к) = 2 піНъ £ t. 

Ясно, что ф — изоморфизм векторного пространства Е на t. 
Далее, 

(ф(Ч У(і»))=-ф?рВ(2піН К , 2лгЯ м ) = В(Я х , H ll ) = (k, р>, 

так что ср является изометрией эвклидова пространства Е на 
эвклидово пространство і. В дальнейшем, когда это нам будет 
удобно, мы будем отождествлять <р (к) с к. В частности, корневую 
систему А можно рассматривать как подмножество в t и (a, р> 
= (a, (J) для а, р £ А. Таким образом, 

(1) [Я, £ а ] = 2яі(а, Н)Е а для Я £ § и а£А, 

(2) (exp(ad Н))Е а = (ехр2л/(а, Н))Е а . 

В частности, для Я £ t 

(exp (ad Я)) Е а = Е а <*=ф- (а, Я) £ Z. 

В соответствии с (1) и (2) имеют место формулы 

I [Н, С а ] = 2я(а, H)S a , 

( ) 1 [Я, SJ = —2я(а, Я)С а , 

f exp (ad Я))С а = cos 2л (а, Я) С а + sin 2я (а, H)S a , 

^ \ (exp (ad Я)) S a — — sin 2л (а, Я) С а + cos 2л (а, Я) АѴ Л . 
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Следовательно, 

(exp (ad Н)) - 1 (R С а + R S a ) = 0 (а , Н) £ Z. 

Далее, пусть л = {а ь ..., а,} —совокупность всех простых 
корней в Д относительно выбранного упорядочения; л образует 
базис в Е (или t) над R и базис в £)* (или I)) над С. 

Предположим теперь, что алгебра g проста. Старший 
корень будет обозначаться через 

—ос 0 == т 1 а 1 + ... -\-m L ai. 

Тогда т ъ ..., m L — положительные целые числа, и всякий поло¬ 
жительный корень р можно записать в виде 

Р = n 1 a l Д- • • • п 1 а 1 (0 < tii < m L ) 

(см. (5.6.5)). 

Множество л = {ос 0 , а ь ..., аД мы будем называть расширен¬ 
ной системой простых корней. 

8.2. Подалгебры максимального ранга 
в компактной алгебре Ли 

Пусть х ) — компактная алгебра Ли и f — подалгебра в 
Напомним результаты §§ 4.3 и 4.6. Подалгебра ! компактна. 
Всякая подалгебра Картана алгебры ! абелева и содержится 
в некоторой максимальной абелевой подалгебре (= подалгебре 
Картана) алгебры ь. Следовательно, rank ! < rank t). В случае 
когда rank [I = rank t), f называют подалгеброй максималь¬ 
ного ранга. 

Пусть і обозначает центр алгебры D. Тогда 
D-u® і (прямая сумма идеалов), 

где алгебра и = [t>, ] полупроста. Пусть f — подалгебра ма¬ 

ксимального ранга в t>, at — подалгебра Картана алгебры !. 
Тогда t — максимальная абелева подалгебра в t) и i cz t. Следо¬ 
вательно, f = (f П u) 0 i, t = (t П u) 0 i и f П u содержит 
подалгебру Картана t f| 11 алегбры u. Поэтому для изучения 
подалгебр максимального ранга в D достаточно рассмотреть под¬ 
алгебры максимального ранга в и. 

Пусть и — компактная полупростая алгебра Ли. Зафиксируем 
какую-нибудь подалгебру Картана t в и и обозначим через Ф 
совокупность всех подалгебр алгебры и, содержащих t. Пусть 
f — подалгебра максимального ранга в и и — подалгебра 
Картана в !. Тогда найдется автоморфизм а С Ad (и), для кото¬ 
рого ati = t и а! £ Ф. 

Пусть g — комплексификания алгебры и. Для любого под¬ 
пространства () в и обозначим через 'р с его комплексную линей- 
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ную оболочку в g. Пространство естественно отождествляется 
с комплексификацией пространства р. Как мы знаем, I) = t c 
есть подалгебра Картана в g. Далее будут использоваться обозна¬ 
чения, введенные в § 8 . 1 . 

Для любой подалгебры t £ Ф ее комплексификация ! с яв¬ 
ляется подалгеброй в д, такой что ! с =э t c = § и т{ с = f c , где 
т — сопряжение в g относительно и. Пусть Ф с обозначает сово¬ 
купность всех подалгебр а в д, удовлетворяющих условиям 

а =э I) и т (а) = а. 

Тогда для а £ Ф с имеем а f| и £ Ф, и отображение Ф 3 f ь—> ! с 
£ Ф с взаимно-однозначно и сюръективно. 

Далее, для всякого ! £ Ф положим 

А (1) = {* € А :£« 6 * С Ь 

Если а, Р G А (?) и а + р £ А, то Е а+[} = (М а> р ) _1 [£ а , £р 1 6 I е 
и а + Р £ А (?)• Кроме того, поскольку тЕ а = £_ а , соотно¬ 
шение а £ A (f) влечет —а £ А (!). Будем называть подмно¬ 
жество D системы А подсистемой , если 

(0+0)П АсОиО - — D. 

Всякая подсистема в А является корневой системой. Обозначим 
через Ф л множество всех подсистем в А. Тогда A (f) £ Ф л для 
f (3 Ф. 

Пусть f £ Ф и X £ f c . Тогда X можно записать в виде 
X — Х 0 + ХіТ - ... + X h9 
Хо (Е К ОФ Xj £ СЕ$. (/= 1, . . / 1 ), 

где р ь ..., Р/г — различные корни. Выберем элемент Я 0 алгебры t), 
для которого все числа р (Я 0 ), р £ А различны. Тогда 

(ad Я 0 )/ (X ~ Хо) = p t (Я 0 )/ Х, + • • • + Р* (Яо)/ Х/г £ t c , 
и определитель матрицы 

((Рг(Яо)/), 1, . . ., /г, у = 0, . . ft- 1, 

не обращается в нуль. Пусть (Ьц) — матрица, обратная 
к (Р/ (Я о )0- Тогда 

X,. = Т bp (ad H 0 )i (X — Х 0 ) £ t c 
/=о 

и р, £ A (?) для і = 1, h. Таким образом, 

! с = ^+ I' СЕ а , 

а 6 Д (f) 

f = t+ S (RC a + RS<*)* 

а€д (!) 
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Эти результаты можно переформулировать следующим обра¬ 
зом: 

(8.2.1) ф —> ф с —> ! ь-> f c Д (f) 

есть последовательность взаимно-однозначных сюръективных ото¬ 
бражений. 

(8.2.2) Пусть І х и f 2 принадлежат Ф. Они сопряжены отно¬ 
сительно Ad (и) (соотв. Aut(u)) в том и только том случае , когда 
существует элемент S £ Ad (Д) (соотв. Aut (Д)), такой что 
SA (*і) = Д0 2 ). 

Доказательство. Допустим, что а! х = f 2 для некоторого а С 
£ Ad (и) (соотв. Aut (и)). Тогда at — подалгебра Картана в f 2 
и найдется р £ Ad (f 2 ), для которого pat = t. Согласно упр. 4 
§ 4.4, р продолжается до внутреннего автоморфизма алгебры и. 
Мы можем поэтому считать, что р £ Ad (u) a Ad (g). В обозна¬ 
чениях § 5.3, пусть /— гомоморфизм группы N (§) = (р £ Aut 
(g): pt = на Aut (Д). Полагая / (pa) = S £ Ad (Д) (соотв. 
Aut (Д)), получаем, что p oEa £ С£$в* Следовательно, 5Д (h) 

= A (l*)- 

Обратно, допустим, что SA (f,) = A (f 2 ) для некоторого 
S £ Ad (А) (соотв. Aut (А)). Выберем элемент a £ Ad (u) (соотв. 
Aut (u)), такой что at = t и f (a) = S. Тогда для a £ A (!,) имеем 
oE a £ CE Sa ct 2 и of, c f 2 . 0 

Для произвольного подмножества А алгебры t положим 
A 1 - — \ H £ t: (X, H) £ Z для всех Я £ А}. 

Очевидно, А 1 - является подмодулем (= аддитивной подгруппой) 
векторного пространства t. Положим, далее, 

Z(f) == {a £ Aut(u): (a — 1) f = 0) для f £ Ф. 

Пусть jV u (t) = N ([)) П Aut (u) и / ц — ограничение гомомор¬ 
физма / на jV lt (t). Тогда Z (f) принадлежит ядру гомоморфизма 
/ ц : yV u (t) -► Aut (А) и потому Z (f) с exp (ad t) (см. упражне¬ 
ние к § 5.4). Поскольку exp ad Н £ Z (t) тогда и только тогда, 
когда (а, Н) £ Z для всех а £ А ({), мы имеем 

(8.2.3) Z (!) = exp (ad (A (f)- 1 -)). 

Нам понадобится следующая лемма: 

(8.2.4) Пусть D — подсистема системы Act. Обозначим через 
\D\z подмодуль в t, порожденный D. Тогда 

\D\ Z ПА = 0. 
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Доказательство. Пусть р принадлежит \D\z П и пусть 
{а ь . . a k \ — какая-нибудь фундаментальная система в D. 
Меняя в случае необходимости нумерацию {а,}, мы можем счи¬ 
тать, что 

Р = ( с і а і + * * * + c s a b ) — (d x a S+1 + • • • + d t a s+t ), 

где s + t < k и с ъ ..., c s , di, d t — натуральные числа. По¬ 
ложим | P | = Ci + ... + c s -+ dx +'... + d* и докажем индук¬ 
цией по I р |, что р £ D. Если I р I = 1, то р = ±а,- £ D . 

Предположим, что р — а і ^ А для / = 1 , ..., sh р + « с+/ А 
для / — 1, /. Тогда, рассматривая «-последовательность и 

«^-последовательность, проходящие через р, мы получим на 
основании (2.3.2), что 

ф, а,)<0, і=1, s, и (Р, a s+/ )>0, / = 1, 

Следовательно, 

(Р. Р)= І^Ф, Г ФФ, «,+/)< О 

»=1 /=1 

и р = 0, — противоречие. Поэтому хотя бы один из элементов 
Р — а ь ..., р — a s , р + a s+1 , ..., р + a s +t (обозначим его через у) 
должен принадлежать А. Тогда | у | = | р | — 1 и по предположе¬ 
нию индукции у £ D. Следовательно, р £ (D + D) f| А с D. Q 

Пусть ш — произвольное подмножество алгебры t. Опреде¬ 
лим т # с А формулой 

= {« £ Д: (a, Н) £ Z для всех Н £ т|. 

Из этого определения сразу следует, что — тп # = тп # и (тп # 
+ т # ) П Ас т # . Следовательно, т # — подсистема в А. 

(8.2.5) 1) Для любого подмножества m алгебры t 

m # £2 фД 

2) Для D £ Ф Л 
D ±# = D. 

3) Для D b D 2 £ Ф Л 
D^D^D^D,. 

4) Для f £ Ф 

f = {X £ и: (о — 1) X = 0 для всех a £ Z (f)}. 

Доказательство. 2) То что :z> D, очевидно, Пусть |J при¬ 
надлежит D 1 *, и пусть а ъ a k — какая-нибудь фундаменталь- 
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ная система в D. Предположим вначале, что множество |а ь 
a k , Р} линейно-независимо над R. Тогда найдется элемент Я 0 £ t, 
для которого 

(а 3 , Но) = • • • = (а*, Я 0 ) = 0 и (Р, Я 0 ) Ф Z. 

Поскольку (а ь Я 0 ) = ... = (а ъ Я 0 ) = 0, мы имеем Я 0 С Я- 1 , 
а так как р £ то (Р, Я 0 ) ^ Z, — противоречие. Следова¬ 

тельно, 

р = + • • • + c k a k (c t С R). 

Выберем такие элементы Я ь ..., Я^ С t, что (a z , Я у ) = 6 - у . 
Тогда все Я у принадлежат D- 1 - и (Р, Я у ) = с } - С Z. Значит, 
р С U>}z и, в силу (8.2.4), р £ D. 

, 3) Очевидно, что из D x d D 2 следует, что z э Если 

D^zdD^, то D x = d D 2 ±# = D 2 . Аналогично из 

вытекает, что D x = D 2 - 
4) Положим 

I, = \X £ u: (a — 1) X = 0 для всех a £ Z(f)} £ Ф- 

Согласно (8.2.3), корень a принадлежит A (f x ) тогда и только 
тогда, когда (а, Я) С Z для всех Я С A (I)- 1 . Следовательно, 

A(l 1 ) = A(l)-L* = A(!) и = J. □ 

(8.2.6) Для всякого максимального элемента f множества Ф\{и}, 
упорядоченного по включению, найдется элемент Я С t, такой 
что 

1 > A (f) = Я # , где Я # = {Я| # , 

2 ) l= {X С u : (expad Я - })Х = 0\. 

Доказательство. В силу (8.2.5), 3), A (f) есть максимальный 
элемент множества Ф Л \{А|, и в частности А^^^А- 1 -. Сле¬ 
довательно, существует элемент Я С t, удовлетворяющий усло¬ 
виям A (!)^ Э Н Ф А- 1 . Из того, что Я С A (!) L , следует, что 
A (f) == А (!)-*-# с: Я # . Поскольку НФ А- 1 , можно найти та¬ 
кой корень а С А, что (а, Я) ^ Z, т. е. а Ф Я # . Так как А (f) 
максимально, то А (!) = Я # . 

То что ! = \Х С u: (exp ad Я — 1) X = 0}, вытекает из 
равенства А (!) = Я # . 

Упражнение 1. Пусть р — компактная алгебра Ли. Тогда число подалгебр 
максимального ранга с точностью до действия группы Ad (Р) конечно. 

Упражнение 2. Пусть Р — компактная алгебра Ли: 

р = 8 0 щ 0 • • • 0U& (прямая сумма идеалов), 
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где 3 — центр алгебры q, а подалгебры u l5 . . просты. Пусть I — под¬ 

алгебра максимального ранга в Р. Тогда найдется такая подалгебра 1 0 макси¬ 
мального ранга в одной из алгебр и/, что 

I = 3 0 щ 0 • • • 0 U/_j 0 f 0 Ѳ U/ +1 Ѳ • • • Ѳ Щ. 

Упражнение 3. Пусть D — компактная алгебра Ли, а f — подалгебра макси¬ 
мального ранга в Р. Тогда нормализатор и подалгебры t совпадает с I. [ Ука¬ 
зание . Ввиду полной приводимости множества {ad X: X £ !} найдется такое 
подпространство q cz п, что n = f + q, ! (1 q = 0 и [!, q] = 0. Дока¬ 
жите, что q = 0, используя тот факт, что q содержит некоторую подалгебру 
Картана алгебры и. ] 


8.3. Явное определение максимальных подалгебр 

максимального ранга в компактной простой алгебре Ли 
(теория Бореля—Зибенталя) 

В этом параграфе мы предполагаем, что и — компактная 
простая алгебра Ли, и сохраняем обозначения предыдущих пара¬ 
графов. Пусть f — какой-нибудь максимальный элемент в Ф\{и|. 
Тогда Мон-но найти Я £ t, для которого 

t=\X£v: (exp ad Я — 1) X = 0}. 

Будем говорить в этом случае, что Я задает !. Прежде всего мы 
рассмотрим вопрос о выборе элемента Я, задающего подалгебру, 
сопряженную к !. 

Поскольку ядром гомоморфизма 

t Э X exp ad X £ Ad (u) 

является Г = А 1 , мы можем заменить Я на Я + X (X £ Г). 

Пусть 5 принадлежит Ad (Д) (соотв. Aut (А)). Тогда 5 можно 
продолжить до автоморфизма о £ Ad (и) (соотв. Aut (и)) и для 
X £ и 

оо 

(exp ad ( аН )) = ^ уг t aW > 1- • [о#, а*] • • 11 

/=о 

= а Ир [Я, [. . [Я, X] . . .]] = о (exp ad Н -X) 

і=о 

Следовательно, (exp ad Я — 1) X = 0 тогда и только тогда, 
когда (exp ad (сгЯ) — 1) оХ = 0, и 

of = {оХ: (expad Я - 1)Х = 0} 

= {X: (exp ad (аЯ) - 1;Х = 0}, 
т. е. элемент оН = SH задает of. 
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Далее, обозначим для любого Y С Г через Т (Y) преобразо¬ 
вание переноса на Y в t: 

t Э Ян->Г(Г)Я = Я + Г£ t, 

и положим Т (Г) = \Т (Y) : Y С Г}. В гл. 5 мы видели, что 
Af (А) = Aut (А) Г (Г) есть группа изометрий эвклидова про¬ 
странства t, Ad (А) Г (Г) — ее подгруппа и что подгруппа 
Afd (А) группы Ad (А) - Т (Г) действует транзитивно на множестве 
всех клеток. Пусть С 0 обозначает фундаментальную клетку: 

С 0 = {Я £ t: (а А , Я)> 0, . . (а /? Я) > О и (—а 0 , Я) < 1). 

Тогда, в силу (5.6.7), для любого Я £ t найдется такой авто¬ 
морфизм и £ Afd (А), что Я £ ЯС 0 . Таким образом, справедливо 
следующее утверждение: 

(8.3.1) Предположим , что элемент Я из t задает !. 7Ъгда можно 
найти Y С Г а а £ Я (()) П Ad (и), такие что элемент Н' = 

— о (Я — К) задает of, причем 

(а,, Я') > 0, . . (а/, Я') > 0 а (—а 0 , Я') < 1. 

Напомним, что —а 0 — т х + ... + т ь а ь — старший корень 
ия — {а 0 , «і, ..., a t ) — расширенная система простых корней. 

(8.3.2) Пусть f — максимальная подалгебра максимального ранга , 
задаваемая элементом Я £ С 0 : A (f) — Я # . Тогда я (f) = я П 
П A (f) является системой простых корней в A (f) относительно 
некоторого упорядочения. 

Доказательство. Мы докажем, что всякий элемент |3 множества 
A (f) можно записать в виде линейной комбинации корней из 
я (f) с целыми коэффициентами, которые либо все > 0, либо 
все <0. Достаточно рассмотреть случай положительного р. 

а) а 0 Ф А (!). Так как (а 0 , Я) Ф- Z и 0 < (—а 0 , Я) < 1, 
то 0 < (—а 0 , Я) < 1. Пусть (3 — b г а х + ... + b l a l £ A (f) — 
положительный корень. Тогда 

0 <Ь Х (а ѵ Я) + . . . + Ъ х (а ь Я) = (Р, Я) < — (а 0 , Я) < 1. 

Так как (Р, Я) — целое число, то (Р, Я) — 0 и Ь х (а ь Я) — ... 

— д/ (a z , Я) — 0. Следовательно, если Ь і > 0, то (а ; , Я) — 0 
и а у £ A (f), т. е. Р есть линейная комбинация корней а } С A (f) 
с неотрицательными коэффициентами. 

(b) а 0 С A (f). В этом случае —(а 0 , Я) — 0 или 1. Если бы 
(а 0 , Я) — 0, то мы имели бы (а ь Я) — ... — (а /5 Я) — 0 и Я 

— 0, — противоречие. Следовательно, —(а 0 , Я) — 1. Пусть 
Р — Ьі + ... + ЬіОс 1 > 0 принадлежит A (f). Тогда (р. Я) — 0 
или 1. 
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Если (Р, Я) = 0, то, как и в случае (а), получаем, что (3 есть 
линейная комбинация корней а у ^ А (f) с неотрицательными 
целыми коэффициентами. 

Если (Р, Н) = 1, то —(а 0 , Я) = 1 и 

(—а 0 — Р, Я) — (т 1 — l\) (a lf Я; + . . . + (/и, — b t ) (a h H) ■= 0. 

Поскольку trif > bj и (а у , Я) > 0, мы имеем а. С A (f), как 
только т, — bj > 0. Следовательно, 

р - —ос 0 — (т х — 6 Х ) a! — ... — (m, — 6/) a / 

есть линейная комбинация элементов из А (!) П й с неположи¬ 
тельными целыми коэффициентами. Q 

Напомним, что card 2 для любого конечного множества 2 
обозначает число его элементов. 

(8.3.3) card л (f) = / — 1 или /, причем 

(I) в случае когда card л (!) = /, алгебра ! полупроста , 

(Н) в случае когда card л (!) == / — 1 , алгебра ! является 
прямой суммой одномерного центра I (I) и полупростого идеала 
II !]. 

Доказательство. Так как л (!) не может содержать л, то 
card л (!) < Ц Допустим, что card л (!) < / — 2. Выберем два 
корня a it а, (0 < і </</), не принадлежащих л (!). Мно¬ 
жество л (!) U (а,., а у) содержит не более чем / элементов и по¬ 
тому линейно-независимо. Следовательно, найдется элемент 
Я' С t, для которого 

(а Л , Я') = 0, если % С л (!) либо h = /*, и (а у , Я') = . 

Тогда Я /# ^ Я # = А(!), ибо Я'# =) л (!) (J {а.}. С другой 

стороны, а у ^Я'Это противоречит максимальности Я # 
= А (!). Значит, card л (!) = / — 1 или /. 

Пусть і (!) — центр алгебры !. Тогда 8 (!) cz t и 

i(f)^={X £ t: (а, X) = 0 для всех а £л(!)}. 

Следовательно, dim і (!) = / — card л (!) = 0 (если card л (!) 
= /) или 1 (если card л (!) = / — 1 ). Q 

Докажем теперь один результат о скалярных произведениях 
на корневых системах. Чтобы избежать недоразумений, мы повто¬ 
рим ранее введенные обозначения. 

(8.3.4) Пусть g — полупростая алгебра Ли над С, I) — ее подал¬ 
гебра Кар тана, А — корневая система алгебры g относительно I) 
и Е — линейная оболочка множества А над R. Далее , пусть 
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и — компактная вещественная форма алгебры д. Пусть , наконец , 
ср — инвариантная билинейная форма на д, ограничение которой 
на и отрицательно-определенно. Определим скалярное произве¬ 
дение в F формулой 

(К Ц><р = ф(#Ъ #ц) ДЛЯ Я, ц 6 £• 


Это скалярное произведение положительно-определенно , м 

/П <“’ Р)ф _ <«■ Р) д д В Г А 
( ) <Р, Р)ф ~ <Р. Р) 6 ’ Р ^ 

(Напомним, что скалярное произведение (а, (3) = (ос, (3) было 
определено как (а, Р) в , где В — форма Киллинга алгебры д.) 

В частности , для любого точного представления ф алгебры § 
мы можем рассматривать 

В^(Н а , Hi) = tnb(H a )$(Hb) 
как скалярное произведение в Д. 

Доказательство. Из включения {#*,: X £ Е\ а.Ѵ —1 и видно, 
что (X, р) ф положительно-определенно. Поскольку форма ф 
невырожденна на и, она невырожденна и на д. Пусть д = д А 
Ѳ ••• Ѳ д*— разложение алгебры д на простые идеалы. Обо¬ 
значим через ф у ограничение ф на д у * ( / = 1, ..., &). В силу (1.5.3), 
Ф (9-» Йу) = 0 П Р И 1 Ф /• Следовательно, для Х у -, К у £ д у , / 
= 1, ..., k , мы имеем 

Ф (X t -f-X/j, -f-. . • + У*) = фі(Х А , V 

+ • • • + Ф* (Xk> Yk) 

Это соотношение мы будем записывать в виде Ф = Фі Ѳ ... Ѳ Ф/ г . 

Для каждого / = 1, ..., k пусть fy — подалгебра Картана 
в д у . Тогда §'=$+...+ ^— подалгебра Картана в д. В силу 
сопряженности подалгебр Картана (см. 4.6.4)), существует 
Ѳ £ Ad (g), для которого Ѳ[/ = t). Следовательно, t) = Ѳ^ + ... 
+ Ѳ^. С другой стороны, так как ad (g) g y c: g y , to Ad (g) g y 
= g / и Щ a g /. Следовательно, l) y = Щ = I) f| 9/ есть под¬ 
алгебра Картана в g y и 

Ь = Ъі + • • • + §/ = 9/ П К 

Аналогично из (4.5.4) мы получаем, что 
и = и А + . . . + и ь 

где и у = д у Г) U — компактная вещественная форма алгебры д у . 
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Обозначим через Ду корневую систему алгебры д у по отноше¬ 
нию к подалгебре Картана I)у. Ясно, что Ду можно естественным 
образом отождествить с подмножеством системы А и 

k 

А^= U A j (дизъюнктное объединение). 

/= 1 

Пусть Е } — линейная оболочка системы Ду над R. Тогда 
Е = Е г ф . . . 0 Е^ 

и (Е ІУ Ej}^ = 0 для і Ф j. Так как при этом (Е ІУ Е у) = 0, то 
для доказательства формулы ( 1 ) достаточно рассмотреть случай, 
когда а и (3 принадлежат одной и той же подалгебре g у. В этом 
случае (а, Р) совпадает со скалярным произведением в E jy по¬ 
строенным по форме Киллинга алгебры g у. Заметим также, что 
форма фу отрицательно-определенна на и у . 

Предположим теперь, что алгебра g проста. Согласно упр. 5 
§ 1.5, ф = сВ для некоторого с £ С. С другой стороны, как ф, 
так и В отрицательно-определенны на и. Следовательно, с > 0.. 

Далее, в силу (3.3.1), 2), форма В ^ невырожденна. Кроме того, 
ввиду (6.4.5) мы можем считать, что ф (и) с и (п) = {X £ gl (п у 
С): X + f X = 0 }, откуда, в частности, следует, что tr X 2 < 0 
для любого X £ и (п). D 

Вернемся к нашей первоначальной задаче. Нам известно, что 
[f, ! с ] = [f c , f c ] — полупростая алгебра Ли над Си А (f) — 
ее корневая система. Так как [f, !] с Э Хь— >ad X £ ad (g) — 

точное представление, то, согласно (8.3.4), мы можем определить 
скалярное произведение в А (!) формулой 

(ос, Р) = tr ad Н а ad для а, Р £ Д(!), 

что совпадает со скалярным произведением на А. Таким образом, 
имеет место следующий результат: 

(8.3.5) В качестве скалярного произведения в А (!) можно взять 
скалярное произведение (ос, Р) в А. В частности, диаграмма Цып¬ 
кина системы п (!) получается из диаграммы Цынкина системы л 
удалением вершин, соответствующих корням из л\л(1), и 
ребер, у которых хотя бы один из концов принадлежит к числу 
этих вершин. 

Теперь рассмотрим по отдельности случаи (I) и (И из (8.3.3). 
Ввиду (8.3.2) мы предположим, что подалгебра ! задается эле¬ 
ментом Н £ С 0 . 

(I) card л (!) = I, и алгебра ! полупроста. Если л (!) = л, 
то А (!) = А — противоречие. Следовательно, л (!) = л \ {а,} 
для некоторого і > 0. Тогда 0 < (а,, Н) < 1, и поскольку (— ос 0 , 
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Я) > т і (а Я), то (—ос 0 , Я) = 1. Далее, для / >0, j Ф і, мы 
имеем (а у , Я) = 0 или 1 и 

m t (<%/, Н)<т і (а і , Я) + т ( (а г , Я)]< — (а 0 , Я) = 1 . 

Следовательно, (а у , Я) = 0 и т і (а, : , Я) = —(а 0 , Я) = 1. Пусть 
Я ь ..., Я/ — базис в t, определяемый условием (a s , H t ) = 6 s/ . 
Тогда Я = (1/m-) Я., где т, > 1 , поскольку (а,-, Я) > 1. 

Докажем, что т і — простое число. Допустим, что т і = ah, 
где a, b — натуральные числа, большие единицы. Тогда Я # с= 
с= (аЯ) # . С другой стороны, последовательно применяя (2.6.1) 
к старшему корню, мы можем найти элемент |3 = р г а х + ... 
+ р 1 а 1 С А, для которого /?, = Ь. В самом деле, для корня — а 0 
найдется такой корень а,-, С что Рі = —— а/, ( А + , и 
для Рі существует такой корень a /g С я, что Р 2 = Рі — a/ 2 С Л + > 
и т. д.; таким путем мы получаем последовательность — а 0 > р х 
> ... > р* в А + , последний член которой |3* есть простой корень. 
Так как (3, — р /+1 С л, какие-то из корней р у должны иметь 
требуемый вид. Тогда (Р, Я) = pjm t = 1/a ^ Z и р Ф Я # , 
но р С (яЯ) # . Далее, (а,., аЯ) = 1/& Z и а і • ^ (аЯ)#. Сле¬ 
довательно, А (f) = Я # ^ (аЯ) # ^ А, что противоречит ма¬ 
ксимальности системы A (!). 

Итак, мы показали, что Я = Н і Іт і , где т г - — простое число. 

Обратно, рассмотрим D = (Н і /т і )# для простого т,-. Ясно, 
что Z) П й = {a 0 , а ь ..., а ІУ ..., а,}. Выберем максимальный 
элемент D' в Ф А , удовлетворяющий условию D а D' . Найдется 
такой элемент Я' Э t, что D' = (Я') # . Поэтому (а у , Я') С Z 
для / > 0 , j ф і и X /=і т / (а/, Я') G Z. Полагая Я" = Я' 
— 2/** (а/, Я') Я/, получаем, что (Я") # = (Я') # = D' и (а у , 
Я") = 0 для j = 0, j Ф і. Следовательно, Я" = cH t для не¬ 
которого с С R- Поскольку Я" ^ Г = А- 1 , число С не может 
быть целым, но q = т і а і (Я") = m t c — целое число. Так как m L 
просто, то найдется г (= Z, такое что qr = 1 (mod m,-). Тогда 
(гЯ") # ID (Я") # = £>'. С другой стороны, 

гЯ" = гсЯ,- = Ні = (mod 7Я,.) и (гН")* = (^-) # = Я, 
т. е. D = D ' . 

Итак, мы доказали следующее утверждение: 

( 8 . 3 . 6 ) В случае когда card л (!) == I, мы имеем А (!) = (Я/т,.)# 
для некоторого і, такого что число m L просто. Обратно , если 
т, — простое число , то система (Я,/т г ) # максимальна в Ф Л \ {А} 
« л П ( Нііт , ) # = Я \ {а,-}. 

Для случая (II) результат таков: 



8.3. Теория Бореля— Зибенталя 283 


(8.3.7) В случае когда card я (!) = / — 1, можно найти такой 
автоморфизм о £ Ad (и), о (t) = t, что А (а!) = (Я,/2) # для 
некоторого і, такого что т ь = 1. Обратно , если m L = \, то 
система (Я,-/2) # максимальна в Ф Л \{Д} а яП(Я//2) # = я\{а г }. 

Доказательство, (а) Предположим, что я (f) ^ а 0 , так что я( f) 
= |а 2 , a z }. Поскольку 0 < —(а 0 , Я) < 1 и 0 < (а ь Я), 
мы имеем (а 2 , Я) = ... = (a z , Я) = О и Я = сЯ ь 0 < с < 1. 
Если т х > 1, то а 0 £ (. HJm j) # \ A (!) и а х ^ ( Hjm х) # , что 
противоречит максимальности A (f). Следовательно, = 1. 
Но в этом случае для любого с, удовлетворяющего условию 
О < с < 1, 

{pH і)* = \р х а х + . . . +Pia t : р х = 0}. 

Поэтому можно взять с = 1/2. 

(Ь) Допустим, что я (!) 4 а о> так что я (!) = {а 0 , а 3 , ..., a z j. 
Поскольку 0 < (а ь Я), то —(а 0 , Я) = 1 и для / > 3 мы имеем 
(а 7 , Я) < (а ь Я) + (а/, Я) < — (а 0 , Я) = 1, а также а, (Я) = 0. 
Следовательно, Я = ЯхЯх + а 2 Н 2 , где 

Яі > 0, а 2 >0 и + гп 2 а 2 = 1. 

Предположим, что т х > 1. Тогда (Н х /т х )# z э { а 0 , а 2 , ..., a z }, 
но ^ (Ях/тх)*, что противоречит максимальности А (!). 
Следовательно, т г = 1; по той же причине и т 2 '= 1. Для любой 
пары вещественных чисел Ь ъ fc 2 , таких что Ъ х > 0, 6 2 >0 и Ь і 
+ Ь 2 = 1, мы имеем 

(Ь 1 Н 1 + 6 2 Я 3 ) # = |р х а, + - . . + PtCt, € А: р х = Ра}, 

ввиду того что /?х и р 2 могут быть равны только 0 или 4=1. Таким 
образом, мы можем считать, что Я = (Ях + Я 2 )/2. 

Положим Сх = Т (—Я 2 ) С 0 = {X — Я 2 : X С Со! (ом. рис. 7). 
Ясно, что Сх — клетка. Так как вершины симплекса С 0 — это 
элементы {0, Н 1 /т 1 , ..., H t lmi | и га 2 = 1, то Я 2 является верши¬ 
ной С 0 , а значит, 0 — вершиной С г . Поэтому найдется такой 
элемент 5 С Ad (А), что 

SW x = W 0 =\X с !: (a /f Х)>0 при /= 1, . . ., /}. 

С другой стороны, можно найти такое е > 0, для которого 
\Х е К : I X | < е} с= С г при г = 0, 1. 

Следовательно, для элементов X С Сх, достаточно близких к 0, 
SX С С 0 и потому SCx = С 0 . Положим Н' = ST (—Я 2 ) Я, 
= 5 (Ях — Я 2 )/2. Так как Ях — Я 2 — вершина симплекса С х , 
то 2Я' = S (Ях — Я 2 ) есть отличная от 0 вершина С 0 и, значит, 
2Я' = Я /: /т,- для некоторого і. Пусть a — элемент группы А/ и (!) 
= Я (1)) П Ad (и), для которого f (a) = 5. Тогда, как мы знаем 
из (8.3.1), Я' задает а!. 



284 Гл. 8. Классификация вещественных простых алгебр Ли 


Рис. 7. 

Докажем теперь, что т ь = 1. Очевидно, (#')# с (Н і /т і )^ : . 
Если т { больше 1 и не является простым числом, то, как было 
установлено при доказательстве теоремы (8.3.6), система (#,/т,) # 
не максимальна. Если т і — простое число, то card (я П {Н-ІШі)^) 
= I и из того же доказательства теоремы (8.3.6) следует, что 
(#') # ф ( Hilrrii )#, — противоречие. Следовательно, т і должно 
быть равно 1 и #' = HJ 2. 

(с) Предположим, что = 1, и докажем, что система (HJ 2) # 
максимальна. 

Для удобства будем считать, что і = 1. Очевидно, (#і/2) # 
П я^яЧДа^и, в силу (8.2.4), 

— Zoc 2 -f- • • • ~Ь Z ’а/) П А 

Пусть D — произвольная подсистема в Д, для которой (Н г І 2) # 
^ D. Поскольку = 1, система D должна содержать элемент р 
вида 

Р = а 1 + Р2 а 2 + • • • + Рі а і • 

Для любого X из D- 1 - имеем р (X), а 2 (X), ..., a z (X) С Z и потому 
а х (X) С Z. Следовательно, а х С = D, а значит, D = А. 
Это доказывает, что система (Н г / 2) # максимальна. Q 

8.4. Таблица максимальных подалгебр максимального 
ранга в компактных простых алгебрах Ли 

Мы сохраняем обозначения предыдущего параграфа. В случае 
когда т і — простое число или 1, через b t обозначается подалгебра 
в it, задаваемая элементом # г /т,. или HJ 2 соответственно. Как 
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мы видели выше, всякая максимальная подалгебра максимального 
ранга в и сопряжена относительно группы Ad (и) с одной из под¬ 
алгебр !і. Прежде всего дадим классификацию подалгебр t i: 
с точностью до изоморфизма г . 


О 



—сх 0 = а А + . . . -f- а / 

(I) Подалгебр !,• типа (I) нет. 

(II) f,: і = 1, .... U/2] (f, =W,). 



-— R © 

ii = R® 0 (i > 2), 

где R обозначает одномерный центр. 



-а 0 -f- 2 (а 2 а/) 

(I) Ь: і = 2, . . /. 



f 2 = Д ф А г ф Д_ 2 , 

I* = A © Д -t (3 < t < / — 1)> 

li = D t . 

(II) = R © Д. г 

C, 

C~-—'>C—■ « - ’ ---0^~rr=0 

(/ > 3) 0 1 M' I 

a 0 = 2 (a x -f-. . . -f- a^) -J- a t 

1 Различая каждый раз два типа ((I) и (II)) подалгебр I,-, описанные в (8.3.3). 

Прим. ред. 





—a 0 — a x ~f- 2 (a 2 + • • • + a i- 2 ) + a /-i H~ a / 
(I) !/ 2 <*’<(/+ l)/2 (f, =!/_,) 



= Ai ® Ai ® Di_9 , 

f/ = © D t _i (i >• 3). 


(II) f t = R ® Di_ v 

f/ = R © A t _ 1 ^/_x)- 

В случае когда / = 4, tx'ssf/. 


1 2 3 5 6 



—a 0 = otj —f— 2a 2 -f- 3a 3 -(- 2a 4 © 2a 5 © oc 

(I) f 2 = 4 1 ®4 5 H 4 ^f 5 ), 

fg = A 4 ф A‘i ф A%. 
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(II) f, = R ф D b 


1 2 3 4 6 7 0 



—Яц = я г -j- 2яі -f- Зяз -j- 4яд -j- 2я 3 -)- Зя в -)- 2я 7 

(I) t, = л, 0 D„(sI 7 ), 

= ^2 0 ^5 ( —?б)’ 

?5 = А 7 . 

(іі) t t = ReE e . 


0 1 г 3 4 5 7 8 



— ОС 0 = 2а 4 + 3a 2 + 4a 3 + 5a 4 -f- 6a 5 + 3a 6 + 4a 7 + 2a s 
(I) = A 1 ® E 7y 

f2 = 0 £*0, 

f 4 = Л 4 ® Л 4 , 

?6 ~ ^8» 
t 8 =i D 8 . 

(II) Нет. 




о 

1 



—a 0 = 2a 4 + 4a 2 + 3a 3 + 2a 4 . 
(I) f L = 

f 3 — А о 0 A>, 

f 4 = ® c 3 . 

(II) Нет. 


—0Cq — 3cc 4 ® 2o6o 

(I) І! = Л, 

f o = tIj 0 Л ,. 

(II) Нет. 
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(8.4.1) Приведенная выше классификация является полной класси¬ 
фикацией максимальных подалгебр максимального ранга с точ¬ 
ностью до действия группы Aut (и). 

Доказательство. В случае (I) это утверждение следует из того, что 
по теореме ( 2 . 6 . 2 ) изоморфизм между я (! г ) и я (f y ) продолжается 
до автоморфизма системы А. Что касается случая II, то заметим, 
что изоморфизмы я^\ {а,-} ^ я\ (а у } для A h D t и Е 6 можно 
продолжить до автоморфизмов системы я, как видно из диаграмм 
Дынкина. Согласно (8.2.2), это означает, что соответствующие 
подалгебры сопряжены относительно Aut (и). О 

8.5. Классификация вещественных простых 
алгебр Ли внутреннего типа 

Напомним результаты § 4.5. Пусть g — простая алгебра Ли 
над Сии — фиксированная вещественная компактная форма 
этой алгебры. Обозначим через & = & (и) совокупность всех 
инволютивных автоморфизмов алгебры и. Для р С 3 положим 

f = \ (р) = (р + 1) U, 1р = 1р (р) = (Р — 1) U, 

и = t + *>, 9 (р) = к + І> (t = v — 1 ). 

Ясно, что g (р) есть вещественная форма алгебры g и всякая ве¬ 
щественная форма этой алгебры изоморфна одной из алгебр 
g (р), Р £ «9С Д ля р, р' 6 У равенство g (р) = g (р') имеет место 
в том и только том случае, когда существует автоморфизм о £ 

£ Aut (и), такой что ара" 1 = р'. Поскольку Ad (и) — нормальная 
подгруппа в Aut (и), отсюда следует, что если р, р' £ 2f, р £ Ad (и) 
И 9 (р) = 9 (р')> то р' € Ad (и). 

Определение . Вещественная форма g (р) называется формой 
внутреннего типа , если р £ Ad (и). В противном случае она на¬ 
зывается формой внешнего типа. 

(8.5.1) Пусть р £ & (и), р Ф 1. 

1 ) f (р) является максимальной подалгеброй в и. 

2) Представление ф = ф р алгебры f (р), заданное формулой 

гр (X) = ad X | р(р) для X £ f (р), 

точно и неприводимо. 

Доказательство. 1) Напомним, что 
[f, f]c=f, [f, p]czp, [p, »]ct. 

Поэтому подалгебра p + [p, p] + [p, [p, рЦ является идеалом 
в и и, значит, совпадает с и. Другими словами, р порождает и. 
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Пусть fj — произвольная подалгебра в и, содержащая !. 
Тогда 

?і = ? + Рк 5Рі = fi П Р- 

Пусть р 2 — ортогональное дополнение к рх в )р относительно формы 
Киллинга В. Тогда В (f b р 2 ) = 0 и u = + р 2 . Из инвариант¬ 

ности формы Киллинга вытекает, что В (5р ь [f 1( р 2 ]) = В([{ ь 
5РіЬ 5р 2 ) = 0. ибо [! ь pj] с ! г . Следовательно, [f x , р 2 ]с:ір 2 
и потому [fo, р 2 ] с f П р 2 — 0- Пусть Ьі и Ь 2 — подалгебры 
в ц, порожденные ірх и р 2 соответственно. Так как р = Pi + р 2 
порождает и и [р 1( р 2 ] = 0, то Ьі и Ь 2 — идеалы в и и bi + t> 2 = u. 
Поскольку алгебра и проста, один из этих идеалов сопадает с и. 
Если Ьх = и, то равенство [и, р 2 ] = 0 влечет р 2 = 0 и fx = и. 
Если Ь 2 = и, то аналогично рх = 0 и !х = f. 

2) Поскольку р порождает и, из равенства [X, р ] = 0 следует, 

что X = 0. Значит, представление ф точно. Пусть рх ^ р — под¬ 
пространство, инвариантное относительно ф (J). Тогда ! + Рх есть 
подалгебра и, в силу 1), р х = 0. Q 

(8.5.2) 1) Для всякой подалгебры Картана t+ алгебры f (р) су¬ 
ществует единственная подалгебра Картана t алгебры и, содер¬ 
жащая t + , такая что 

t = t f 0t_, t_c^(p), pt = t. 

2) Всякая такая подалгебра t+ содержит регулярный элемент 
алгебры и. 

3) Если автоморфизм р внутренний , то t = t + , и обратно . 

Доказательство. 1) Пусть с = с (t + ) обозначает централизатор 
алгебры t+ в и: с = |Х £ и: [X , t+] = 0}. Если X + У £ с, 
где X £ f, Y £ р, то [X, t + ] а I, [Y, t + ] ср и (X + Y, t + ] 
= 0. Следовательно, [X, t + ] = 0 и X С t + , ввиду того что t + — 
максимальная абелева подалгебра в f. Кроме того, [Y, t + ] = 0, 
т. е. Y С с. Полагая с П £ = t, имеем с = t + 0 t_. Отсюда видно, 
что рс = с. 

Далее, так как [t_, t_ ] a t П с = t+, то [с, [с, с]] = 0 и 

алгебра с нильпотентна. Поскольку всякая компактная разре¬ 
шимая алгебра Ли абелева (упр. 1 § 4.3), алгебра с абелева. 
Пусть с х — максимальная абелева подалгебра в и, содержащая с. 
Тогда [ci, t+] = 0 и Сі с с. Следовательно, с является макси¬ 
мальной абелевой подалгеброй в и и потому, очевидно, — един¬ 
ственной подалгеброй Картана в и, содержащей і + . В дальнейшем 
мы будем писать t вместо с. 

Ю м. Гото, Ф. Гроссханс 
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2) Имеем 

u = t+ £ (RC a -f~ RS a ), 

a>0 

[Я, C a l = 2я (a, H)S a , [Я, S a ] — — 2я (a, Я)С а для Я £ t. 

Если (a, t + ) = 0, то RC a + RS a a c (t + ) = t, — противоречие. 
Следовательно, (ос, t + ) =^= 0 для всех ос С А. Поэтому найдется 
такой элемент Я 0 С t + , что (ос, Я 0 ) =£ 0 для всех a ^ А. Ясно, 
что Я 0 — регулярный элемент алгебры и. 

3) Поскольку отображение exp: ad (и) Ad (и) сюръективно 

(см. (6.9.5)), для всякого внутреннего автоморфизма р найдется 
такой элемент X £ и, что exp ad X = р. Пусть 1 х — подалгебра 
Картана содержащая X. Тогда (ad X) t x = 0 и (р — 1) t x = 0. 
Следовательно, с: f (р) и t (р) имеет максимальный 

ранг. 

Обратно, если (р — 1) f = 0, то р = exp ad Я для некоторого 
Я £ t, в силу упражнения к § 5.4. Поэтому если р С Aut (и) 
\ Ad (и) и pt = t, то (р — 1) t Ф 0. □ 

(8.5.3) Классификацию отличных от и вещественных форм вну¬ 
треннего типа алгебры g можно получить из классификации , 
приведенной в § 8.4 , опуская в (I) все ! ь для которых т ь Ф 2 (см. 
табл. 1 ). 

Доказательство. Пусть р Ф 1 — инволютивный внутренний авто¬ 
морфизм алгебры и. В силу (6.9.5), существуют о £ Ad (и) и 
Я С t, такие что ара -1 = exp ad Я. Следовательно, мы можем 
предположить, что р = exp ad Я. По теореме (8.5.1) подалгебра 
І (р) максимальна. Но так как f (р) =) t, то, согласно (8.3.6) 
и (8.3.7), либо существует автоморфизм а ' £ Ad (и), для кото¬ 
рого 

a'pa' -1 = expad4p-, где m • = 1, 

либо 

, я, 

р = exp ad — L , где m t — простое число. 


В последнем случае m L = 2, поскольку р 2 = 1. Следовательно, 
автоморфизм р сопряжен с exp ad (HJ 2) относительно Ad (и) 
для некоторого і = 1 , ..., /, такого что т* = 1 или 2. 

Положим 


Я _ 

Р;=ехр ad -5*-, д г = д(р<) = h + V— 1 Vi 
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Таблица 1 

Простые вещественные алгебры Ли внутреннего типа 


9 

(обозначения Картана) 

2Н. 


АІІІ (Аі, l> 1) 


R Ф Л-і 

АН I 

я г ( 2 <1< [Ѵ]' +1 ) 

R Ѳ Л-і Ѳ -4/-1 

ВІ (B t , l> 2) 

Нг 

R Ѳ В/.! 

BI 

н 2 

Аі 0 Аі 0 В/_ 2 

ВІ 

Н; (3 «(С/— 1) 

О; Ѳ В/-і 

ВІ 

Hi 

Di 

СІ (С/, 1 > 3) 

Hi 

R Ѳ 

СП 

а: 

Л 

А 

-1 

to 1 

_і 

+ 

С/ 0 С/_/ 

DI (£>/, / >4) 

Н 2 

Л ѳ Л ф В/.2 

DI 

М 3 <« [' V]) 

Di ф D і_і 

DI 

Нг 

R Ф D[_ 1 

DII 

Hi 

R Ф Л_! 

ЕІІ (Е е ) 

Нг 

R Ф £> 5 

ЕІІ 

Нг 

Л ф Л 

ЕѴ (Е 7 ) 

Нь 

А 1 

ЕѴІ 

Н 2 

А х ф D e 

ЕѴІІ 

Нг 

R ф Е л 

ЕѴІ 1 1 (Е 6 ) 

н$ 

D s 

ЕІХ 

Нг 

А г ф £ 7 

FI (Е 4 ) 

н. 

А 1 0 Cg 

FII 

Нг 

Л 

G 

Нг 

А х © Л 


для тех і, для которых = 1 или 2. Так как любые два разло¬ 
жения Картана алгебры д г сопряжены относительно Ad (g,) 
<см. (4.5.4)), то д; = д ; влечет f t - = I/. 

Обратно, допустим, что I,- ~ ! у -. Согласно (8.4.1), существует 
6 £ Aut (и), для которого Ѳ! ( - = t/. Тогда 

Ѳір/ = {ѲХ: B(t h X) = 0) = {X: B(Qt„ X) = ()}=*>,.. 

Продолжив Ѳ до автоморфизма алгебры д, получим Ѳд ( - = д ; -. Q 
10 * 
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8.6. Вещественные формы внешнего типа 

Пусть р — инволютивный внешний (= не внутренний) 
автоморфизм алгебры и и 

и = І(р) Ѳ Р(р), 

I (р) = (1 + р) и, ? (р) = (1 — р) и. 

Пусть, далее, t = t + 0 t_, где t + с= f (р) и t. с р (р), - под¬ 
алгебра Картана в и. Согласно (8.5.2), 2) t + содержит некоторый 
регулярный элемент Я алгебры и. Поскольку (|3, Н) Ф 0 для 
любого |3 С А, существует камера Вейля W , содержащая Я. 
Так как рЯ = Я, то pW = W. Для W можно подобрать систему 
простых корней я = |а ь ..., а 7 }, такую что 

К Х)>0, Х)>[0] 


и ря = я. 

Пусть і — центр алгебры k (р) и с — централизатор і: с = {X 
£ u: [X, 8] = 0}. Тогда k (р) с: с. С другой стороны, поскольку 
8 с= t + , мы имеем tcc. Так как ! (р) — максимальная подал¬ 
гебра и t q£ I (р), то 8 = и, ввиду (8.5.2), 3). Следовательно, 5 
содержится в центре алгебры и и, значит, 8 = 0. Это доказывает, 
что алгебра f (р) полупроста. Итак, мы получили следующее 
утверждение: 

(8.6.1) Для всякого инволютивного внешнего автоморфизма р 
алгебры и 

1) можно найти такую подалгебру Картана і в и, что pt = 
и такую систему простых корней ясі, что ря = я; 

2) алгебра I (р) полупроста. 

Введем обозначение 

а* = ра для а ^ А. 

Продолжив р до автоморфизма алгебры д, положим 
р£р = < 7 (р)£р. (<7(Р) 6 С) для р £ А. 

Тогда 

q (Р) q (-Р) = 1. 

q (а + Р) = е (а, Р) q (а) q (р) для а, р, а + Р £ А,, 
где е (а, Р) = N a ^/N a *,^* = ±1. Далее, ри = и, так что 
VWi = q (Р) -1 . или I <7 (Р) I = 1. 

Инволютивность автоморфизма р дает 

^ (Р) ^ (Р*) = і, 
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откуда следует, что 

q (Р*) == qW) = q (—Р) = q (Р)' 1 для Р А. 

В частности, если р = р*, то q (Р) = q (Р*) = ±1. 

(8.6.2) Для всякого инволютивного внешнего автоморфизма р 
алгебры и можно найти такой элемент X £ t, что если положить 

Рі = (ехр ad X) р (exp ad (—X)), р, (£ р ) = q y (р) £ р . (Р £ А), 

то q x (Р) = q x (|3*) = ±1 при всех Р £ Л. (Заметим, что (р х 
— р) t = 0.) 

Доказательство. Предположим, что я = {а х , ..., а Р , у 19 у*, ..., 
у г у*\, где ос; = а* для / = 1, ..., р и р + 2r = I. Поскольку 
множество \уі — у*, ..., у г — у*} линейно-независимо и | q (y t ) | 
= 1, мы можем решить уравнение 

ехр2яК^(у!“-у*, X) = q(y t \ і = 1, . •.г, 

и найти удовлетворяющий ему элемент X £ t. Переходя к комп¬ 
лексно-сопряженным числам в обеих частях уравнения, получим 

ехр 2д У — 1 (у* — у { , X) = q (у*), і= 1, ..г. 

Следовательно, для р х = exp ad Х-р-ехр (— ad X) имеем 
РіЕа. = q («/) Е а . , q (ос у ) = ± 1 , 

Pi £ Y t . = ехр 2я V~ (у*, X) ■ q (у,.) 

• ехр 2л у — Г (у., —X) Е у * = £ у ., 

Р Л* = £ Ѵ 

Для доказательства того, что ^ (Р) = ±1 при всех р £ А, 
достаточно рассмотреть лишь положительные р. Применим индук¬ 
цию по упорядочению в А. Для простых р, как мы видели, q L (Р) 
= ± 1. Если р не является простым, то найдутся положительные 
корни у и б, такие что у + б = р. Так как у<р и 6<р, то по 
предположению индукции, q x (у) = ±1, <7і (б) = ±1 и, следо¬ 
вательно, q 1 (Р) = е (у, б) q 1 (у) < 7 і (б) = ±1. Q 

(8.6.3) Для всякого инволютивного внешнего автоморфизма р 
алгебры и, для которого q (Р) = ±1 при всех р £ А, существуют 
такой автоморфизм р 0 £ Aut (и) с р 2 = 1 и такой элемент 
Я 0 £ t + , что 

р = Ро ехр ad Д 0 , 

РРо = РоР. (ехр ad Я 0 ) 2 = 1 
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U 

q 0 (а) == 1 при ОС ТС, 
где q p определяется соотношением 
РоЕр = <7о (Р) Ер* для р G д - 

Доказательство. В (5.4.3) был построен взаимно-однозначный 
гомоморфизм р: Aut (я) -> N n (t). Положим р 0 = р (/ (р)) и 
р 0 £|з = (Р) Ер* Д ля Р € Д- По определению гомоморфизма р у 

(Р — Ро) t = 0, q 0 (а) = 1 для ос £ я и q 0 (Р) = ±1 для |3£ А. 
Поскольку / и р — гомоморфизмы, р; = 1. Далее, для Р £ А 

РРо 7 (Р*) <7о (Р) £р, 

р 0 р£р = q (р) ?о(р*) 

и q (Р) = q (Р*), q 0 (Р) = q 0 (Р*)- Следовательно, (рр 0 — р 0 р) Яр 
= 0 и, значит, рро = РоР- Так как f (р) — собственное подпро¬ 
странство для р, то Ро? = !. 

Таким образом, р 0 р — автоморфизм компактной полупростой 
алгебры! (р), t + — подалгебра Картана в f (р) и (р 0 р — 1) t + = 0. 
Поэтому можно найти такой элемент Н 0 £ t + , что р 0 р = exp ad Н, у 
на ! (р) (см. упражнение к § 5.4). Очевидно, (exp ad Я 0 ) 2 = 1. 
Поскольку pop exp ad Н 0 — инволютивный автоморфизм алгебры 
и и 


! (pop exp ad Я 0 ) => I (р) U t = I (p), 

мы имеем { (p 0 p exp ad Я 0 ) = u и p 0 p exp ad Я = 1, т. e. p 
= po exp ad H 0 . Q 

В дальнейшем мы сохраняем обозначения р, р 0 и Я 0 из (8.6.3). 
Разобьем корневую систему А на три непересекающихся 
подмножества 

А г = \а £ А: а* = a, q (а) = 1}, 

Д 2 = {Р€ А: Р* = Р, = 

д з = І7 € д : V* =/=?}• 

Вводя обозначения I® = h + и f = §_, получаем 

I е = 0+ + S ся«+ Zi С(і +р)я т , 

а € Аі V € А$ 

ѵ с = і)-+ S ся р + S С(і-р)я ѵ 
Р € д 2 ѵ € д 3 

(с учетом того, что (1 + р) Е у * = q (у) (1 + р) Е у и (1 — р) Е у * 
= (Т) (1 — Р) 
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Изучим корневую систему А (!) комплексной полупростой 
алгебры Ли ! с относительно подалгебры Картана І) + . Для произ¬ 
вольного корня б £ А обозначим через б' его ограничение на f) + . 
Пусть у принадлежит А 3 . Для Н £ 1) + 

[Н, р Е у \ = [pH, рЕ у \ = р [Я, Е у \ = 7 (Я) рЕ ѵ 

и у (Я) = у* (Я). Аналогично для Я £ ()_ имеем y (Я) = —у* (Я). 
Следовательно, 

І + =1Я£ у(Н) = у* (Н)\. 

Для Я £ 1) + 

[Я, Е а ] = а(Н)Е а (а С А,), 

[Я, (1 + р)Я ѵ ] = у (Я) ( 7 € Аз): 

и потому 

Д(*) = {6'.: 8 6 А, и А 3 |. 

Будем рассматривать А как подмножество в t с 1). Так как 
ра = а для а £ Д г и р (у + у*) = Y + Y* Д ля Y € А 3 , то а, 
у + у* € t + с І) + . Согласно (8.3.4), мы можем в качестве скаляр¬ 
ного произведения в ]) + взять ограничение скалярного произведе¬ 
ния в (}. 

Поскольку а' (Я) = а (Я) и у' (Я) = JC+H (Я) при Я £ § + , 
мы имеем 

а' = а для a ^ Aj и у' = для у £ А,. 

В качестве упорядочения в A (f) будем использовать упорядочение 
в t. Так как ря = я, то из б > О следует 6* > 0. 

(8.6.4) Пусть я = {а 1; ... а р ; р ь .., р„; у ъ у^, y r s , у;}, где 
а і <Е А,, ру £ Д 2 , y k £ А 3 и р + q + 2г = /. 

1) Множество [а{, ..., а р ; Рь ..., р р ; yj, ..., у^) линейно¬ 
независимо в і) + и 

rankf = p-f q-\-r. 

2) [а{, ..., а р ; yj, ..., у;} с я (f). 

3) Если р = ро, то я (f) = \а[, ..., а р ; у{, ..., у;). 

Доказательство. 1) Это утверждение следует из того, что А = (Я 
€ 1): У k (Я) = у I (Я) при k = 1, ..., г\. 

2) Имеем аі = а, > 0 и у* = (у й + у|)/2 > 0. 

Пусть б — один из корней а 1( ..., а р , у 1( ..., у г . Предположим,, 
что корень б' не является простым. Так как А (f) = {А': А £ Д х 
U Д 3 ), то найдутся положительные корни А, р С Аі U А 3 , для 
которых б' = А' Д р'. Следовательно, (1 Д р) £ 6 = с[(1 Д 
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+ р) Е\, (1 + р) £ц], где с — некоторое комплексное число. 
Значит, корень 6 должен совпадать с одним из корней X + р, 
X + р*, X* + р, X* + р*. Но поскольку корни X, р, X*, р* 
положительны, это невозможно. 

3) Это следует из 1) и 2). Q 

Классификация для случая р = р 0 ч 

Aut (я) Ф 1 только для А[ (I > 2), D t (I > 4) и Е й . 

Для алгебры Z) 4 группа Aut (я) изоморфна симметрической 
группе <£ (3) на множестве {1, 2, 3}. Но все элементы порядка 2 
в © (3) ((2, 3), (3, 1) и (1, 2)) попарно сопряжены. 

Во всех остальных случаях Aut (я) имеет порядок 2. 
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я (Іо) = 


о-о— 


—о = > о ч 

“/'-2 % 


(В/-,) 


Е* 


% Ъ °-г it it 


0-1 


я(!„)= з-0ф=О-О ,п, 

7 ,' у' а' с; (/4) 

Классификация для случая р Ф р 0 

Положим { (ро) = f 0 и р! = exp ad # 0 Ф 1. Пусть {а(, а р ; 
У'и ■■■, У'г) = я (f) и [Н{, ..., Нр, ..., Нр+г} — базис в t + , двой¬ 
ственный к я (f 0 ). Пусть т{а{ + ... + т'р+ г уг — старший корень 
в A (f 0 ). Так как f 0 — компактная простая алгебра Ли, что видно 
из приведенной выше классификации для случая р = р 0 , и Рі 
индуцирует инволютивный автоморфизм алгебры ! 0 , то, в силу 
(8.5.3), найдется / £ {1, ..., р + г), для которого т]■ - 1 или 2 и 
оріО -1 = exp ad (tfy/2), где о £ Aut (f 0 ). Поскольку алгебра f 0 
изоморфна В[, Сі или F it то Aut (f 0 ) = Ad (f 0 ) и а можно рас¬ 
сматривать как элемент группы Ad (и). Так как 

Н г 

ара -1 = ар 0 а _1 -ехр 

где I (ароСГ 1 ) = f (ро), ар 0 а _1 (ая (f 0 )) = ал (f 0 ) и ар 0 а _1 ( оЕ а ) 
= оЕ а при а £ я (f 0 ), то мы можем, изменив обозначения, счи¬ 
тать, что 

р = Ро exp ad -j - . 

Докажем, что если / > р, то р и р 0 сопряжены относительно 
Ad (гг). Для этого выберем элемент Y £ t, такой что 

(<V Y) = О= 1, ..., р у 

(уі У) = в л/ , (yl Y) = 0, k=l, г. 

Прямое вычисление дает 

(1 + р) y = я;, 

и теперь непосредственно проверяется, что 

у ( Н'г \ _ у 

exp ad — (ро exp ad -±-) exp ad —— = р 0 - 
Таким образом, мы снова приходим к случаю р = р 0 . 
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В дальнейшем будем предполагать, что / < р. Без потери общ¬ 
ности можно считать, что / = 1. Тогда 

(а,, Щ) 

рЕ а , = exp 2 nt— E ai = —E ai . 

Будем писать p вместо а ъ так что 

Д = {а 2 , . . ., а р , Р, у ь уГ, .. ., у г , у*), Р € Д 2 - 

В силу (8.6.4), 

л (f) == {т) , а 2 , • • ., dp, 7 і, • • • , у г }, 

где г|' — простой корень из А (!), а ц — положительный корень из 
Ді U Д 3 . Нам понадобится следующее утверждение: 

(8.6.5) Пусть л = [а ъ ..., a t ) —система простых корней в Д, 
а^, а іт — различные корни из л, р = а* + ... + а іт £ Д и 
ос/ £ л \ {а,- , а і т \. Тогда р + а у - £ Де том и только том 
случае , (а/, =^= 0 при некотором h . 

Доказательство. Поскольку р — ос у - Ф Д, включение Р + ос у С Д 
эквивалентно неравенству —2 (Р, а / )/(а ] - і а,) > 0. Так как (а у , 
a k ) < 0 для 6 Ф /, то (Р, а 7 -) = ( а *Ѵ а /) < 0 тогда и только 

тогда, когда (а ; -, =^= 0 при каком-то ft. Q 

Мы можем найти последовательность простых корней 

(*) Р, а І Ѵ ■ ■ ai t , yk, 

такую что (Р, a ,J ф 0, (a^, a,-J ф 0, (a*,, y k ) ф 0 . (Сначала 

соединяем р с у х какой-нибудь последовательностью, а затем пер¬ 
вый корень у в этой последовательности берем в качестве y k .) 
По только что доказанной лемме 

Р + а і і + * * • + a i t + yk = и» £ Д* 

Поскольку рр = рр + росс. + • • • + poc if + yl = Р + + • • * 

+ Ui t + у* p, мы имеем p £ Д 3 и p' £ Д (f). Если корень р' 

не является простым в Д ({), то р' = 7 ' + 6 ', где 7 , 6 — положи¬ 

тельные корни в Д х у Д 3 . Аналогично тому, как доказывалось 
утверждение (8.6.4), 2), можно доказать, что р = 7 + 6 , где 
в случае необходимости 7 , 6 заменяются на 7 *, 6 *. Следовательно, 
7 и 6 являются суммами простых корней из (*). Допустим, что y k 
входит в число слагаемых, дающих в сумме 7 . Если р не входит 
в число этих слагаемых, то 6 есть сумма Р и некоторых корней а ІУ 
так что 6 С Дг> поскольку 

р[ЧМѴ-]]]--[ММ4* -]]]• 
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Это противоречит тому, что б £ А х (J Д 3 . Следовательно, 

7 = Р + ... + уд,. 

Поскольку р Ф у, написанная сумма должна разбиваться на две 
взаимно ортогональные части. Но это противоречит лемме (8.6.5). 
Таким образом, справедлива следующая теорема: 

(8.6.6) Теорема . Предположим , что и имеет инволютивный внеш¬ 
ний автоморфизм (и, значит , является алгеброй типа A t (l > 2), 
£>/ (/ > 4) гглгг £ 6 ). Пусть Т Ф 1 принадлежит Aut (я). (В случае 
D 4 берем произвольный автоморфизм Т Ф 1, для которого Г 2 = 1.) 
Запишем я в виде 

Пт = {«I, • • •> «Р. ТЬ 7ь • • •, уѵ, у?}» 

где Ta t = а г - и ТуІ = уі Ф Ун- Положим р (Т) = р 0 . Тогда 
I (ро) = f 0 есть простая алгебра Ли , для которой t + = {X £ t: 
ТХ = X] служит подалгеброй Картана , и я (f 0 ) =.{aj, ..., а' р ,. 
Уи •••> Уг}. Пусть 

ѵ = т^! -j-.-. -f- т р а р -j- m p+ iyi -f- . .. -j - m p+r y r 
— старший корень для я (f 0 ). 

Всякий инволютивный внешний автоморфизм алгебры и сопряжен 
с ро нлм р і = ро exp ad (# г /2), где H t £ t определяется условиями 

(а/. Я?) = бу,-, (7*, Я7) = (7ь Hi ) = О 


(Зля асах і, таких что 1 < і < р и т\ = 1 гглгг 2. 

Подалгебра ! / = f (р г ) содержит t+ в качестве подалгебры 
Картана , гг 

Я (f |) = {Т] , ОСі , . . •, а;, . . ., ОСр, Y 1 , • • •, у#-}» 

где г] = а* + а/ + ... + а/, + уь причем ot/J # 0, ..., 

( а //> 7л) =т^ 0. 

Приведем список этих подалгебр: 


А 2/ 



Ъ 7? 



Поскольку здесь не фигурирует ни один из корней типа а, 
единственная простая вещественная алгебра Ли внешнего типа 
возникает при р = р 0 . 


і 2/-і 


л Т = О- 


y^ 


yf--\ 


«УМ 


% 
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я (Іо) = 


% 


X 



ѵ = 2у\ 2у/_і -f- а і- 


Отсюда следует, что г]' = а[ + у}-і и 



Я (f 0 ) = о-- О -— • . —— о ■ >о 

а і ^2 <*;- 2 y ; 


(С/) 


(£f) 




ѵ — а[ -f- 2 а 2 + • • • + 2 а /_2 + 2у{. 
Отсюда следует, что 


Л = а 'і ~Ь а 'і + 1 + • • • + а /-2 + Уі 
и потому 


Я (fj-) = О— О— * * * — О X ) о-О— • • • — О ■ > с 

<1 Ч \' «*+1 « І -2 7 І 

Следовательно, f, — алгебра типа 
® В /_2 


или 

В[ 0 В ы _ ѵ 

Покажем, что соответствующие алгебры Ли д, и g /_ г-1 изомор¬ 
фны. Для этого достаточно доказать, что соответствующие 
внешние автоморфизмы Ѳ / и алгебры и сопряжены. Так 

как я (f 0 ) типа то 




8,6, Вещественные формы внешнего типа 301 


— корень алгебры f 0 и мы имеем диаграмму 



Существует элемент S группы Вейля системы В иѵ для кото¬ 
рого 


S {а[, «2, . а’і-2, уі) = {аь а' 2 , .. ., aj_ 2 , — t)'J, 


поскольку оба множества — фундаментальные системы. 
Тогда 

Sa'i = a't и SyJ = — rj' . 


Так как f 0 типа В[_ ѵ то Aut (f 0 ) = Ad (f 0 ). Пусть a — элемент 
группы Ad (! 0 ), порождающий 5. Мы можем рассматривать а 
как элемент из Ad (и). Легко проверить, что сопряжение,, 
определяемое элементом 

(ехр л У —1 ad Н г ) о" 1 , 


переводит Ѳ ( - в 


Ео 


Jlj 4 == 



% Ъ У* у* 


я(Іо) = 

7,' 72 а 2- 
ѵ = 2otj -j- 3<х 2 "I - 4у 2 2уі. 


(Ед 


В этом случае т)' можно выбрать единственным способом, 
а именно 

т 1 / = а і + а 2 + Тг- 

Тогда 


*&,)- 




Л 7і' 72 «2 


(С 4 > 
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Полученные результаты собраны в табл. 2. 


Таблица 2 


Простые вещественные алгебры Ли внешнего типа 


9 

(обозначения Картана) 

р , 

= Ро exp ad (Н 1 / 2) 

h 

АІ (Л 2/ ) 

Ро 

Bf 

АП (4 іМ ) 

Ро 

Cf 

АІ И 2М ) 

Ро exp ad (HJ 2) 

Df 

DI (О/) 

Ро 

Виг 

D I 

Ро exp ad (Я,/2) 

(1 < і < [1/2]) 

Bt X B t _i_ t 

ЕІ 

Ро 

*4 

ЕІѴ 

ро exp ad (Я х / 2) 

c 4 


8.7. Автоморфизм системы я, заданный сопряжением 

Пусть д 0 — простая алгебра Ли над R и f) 0 — ее подалгебра 
Картана. Пусть g — комплексификация алгебры д 0 и {) — комп¬ 
лексная линейная оболочка алгебры І) 0 в д. Ясно, что ^ — подал¬ 
гебра Картана в д. Пусть д Э X к—> X обозначает сопряжение в д 
относительно д 0 . Тогда 

ЩТ\ = [Х 9 У] и Ух=^Ух 

для X, Y £ ди с £ С. Рассмотрим пространство §*, двойственное 
к Ъ). Сопряжение алгебры g порождает отображение пространства 
t)* в себя, обозначаемое 

Я (Я) = Я (Я) при 

Отображение Я н-> Я полулинейно, и так как из равенства [Я, 
Яр] = р (Я) Яр следует, что [Я, Яр] = р (Я) Яр, т. е. [Я, 
Яр] = р (Я) Яр, то А = |Р: р С А} = А. 
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Пусть 

0о = f (р) + 1 Ѵ (р) 

— разложение Картана алгебры д 0 . Тогда и = f (р) + }р (р) есть 
компактная вещественная форма алгебры g и р— инволютивный 
автоморфизм алгебры и, удовлетворяющий условию pt = t, где 
t = и П I) — подалгебра Картана в и. Пусть Д — корневая 
система алгебры g относительно подалгебры Картана f) и Т = 
= / и (t) — автоморфизм системы А, порожденный р. 

<8.7.1 ) Для р £ Д 

р = -тр. 

Доказательство. Пусть \Х Ъ ..., Х п \ — какой-нибудь базис в д 0 . 
Он будет и базисом для g над С. Пусть У принадлежит д. 
Если М Y) X t = 2/ а п Х } (а п £ С), то (ad У) X t =_ІУ, X]) *= 
= 2/ а цХ]> так что матрица, соответствующая ad Y, является 
комплексно-сопряженной к матрице эндоморфизма ad Y . Отсюда 
следует, в частности, что В (X, Y) = В (X, Y). Пусть X принадле¬ 
жит {)*. Так как X (Я) = В (Я ь Я) для Я £ fy 0 , то А, (Я) = В (Я ь 
Я) = В (Яя, Я). Поскольку порождает I), имеем Я*, = Я*,. 
Пусть р £ Д. Тогда Яр £ it и, значит, Я р ■= i (X + К), 

X е f (р), Г е V (р). Так как X = X и У = —Г, то Яр = Я 3 = 
= — i (X — У) = —рЯр. _ Следовательно, Я г р = рЯ р = —Яр 
(ввиду (5.3.2)) и Тр = —р. Q 

Пусть я = \а ъ ..., а,} — фундаментальная система в Д. Тогда 
фундаментальной системой будет и я = |а ь ..., а,} = —Гя. 
Согласно результатам §§ 5.2 и 5.3, существует единственный эле¬ 
мент 5 группы Вейля Ad (Д), для которого Sn = я. Таким образом, 
мы имеем автоморфизм [Т]: а у -»—■> Sdj системы я. В § 7.10 мы 
изучали [Т] в общем случае, когда алгебра g не является простой. 
В этом параграфе мы определим все возможные [Г] для случая, 
когда g проста. 

Итак, пусть алгебра g проста. Если д 0 — алгебра внутреннего 
типа, то р = exp ad Я для некоторого Я и Т — 1. Если д 0 — 
внешнего типа, то, согласно (8.6.1), мы можем предположить, что 
Т С Aut (я). Тогда я = —Тп = —я. Если Ad (Д) содержит —1, 
то определенный выше автоморфизм S должен быть равен —1 и 
в этом случае Sa f = — STaj — Та г Таким образом, [Т] = Т. 

(8.7.2) Пусть Д — неразложимая корневая система. Группа 
Вейля Ad (Д) не содержит — 1 тогда и только тогда , когда Д 
имеет тип A t (I > 2), D t (I нечетно) или £ б . 

Доказательство, (а) Поскольку система —я = {—а ь ..., — a t \ 
фундаментальна в Д вместе с я, существует автоморфизм S £ 
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«Ч сь 2 а 3 оь 5 cl s 
О-о-о-о-о 

Рис. 8. 

£ Ad (А), для которого — S £ Aut (л). Следовательно, если 
Aut (я) = 1, то 5 = —1 С Ad (А). Но это именно тот случай, 
когда А не принадлежит к типу A t (I > 2), D/ (/ > 4) или £ 6 . 

(b) Группа Вейля системы А г (/ > 2) — это симметрическая 
группа на множестве из / + 1 > 3 элементов, и потому ее центр 
тривиален. Следовательно, —1 не принадлежит к Ad (А). 

(c) Пусть \е ъ ..., £/} — какой-нибудь базис в R 1 . Группа 
Вейля системы D t порождается всеми перестановками множества 
\е ъ ..., е { \ и преобразованиями, которые умножают на —1 четное 
число векторов е ь (см. § 5.9). Следовательно, —1 принадлежит 
Ad (А) тогда и только тогда, когда I четно. 

(d) Автоморфизм —1 не принадлежит группе Вейля системы Е в 
(см. упражнение). Q 

Теперь мы можем дать полное решение нашей задачи. 

(8.7.3) 1) Если д 0 — подалгебра внутреннего типа , т. е. Т = 1, 
mo [Т ] Ф 1 для Аі (I > 2), D t (I четно) и Е 6 . Заметим , что в этом 
случае Aut (я) = Z 2 . 

2) Если д 0 — подалегбра внешнего типа , то [Т ] = Т для D L 
(I четно). 

3) Во всех остальных случаях [Т] = 1. 

Доказательство. Если группа Aut (я) тривиальна, то доказывать 
нечего. Поэтому нам достаточно рассмотреть системы A t (I > 2), 
D t и Е 6 . Рассмотрим вначале тот случай, когда —1 Ad (А). 
В этом случае, как мы знаем, Aut (я)^/ 2 . Так как [Т] = — ST С 
£ Aut (я), то при Т = 1 мы имеем [Т] = — S Ф 1, а при Т Ф 1 
имеем — ST ФТ и [Т] = — ST = 1. Единственный оставшийся 
случай — это D t (/ четно). Так как —1 принадлежит группе Вейля, 
то S = —1 и IT] = Т. U 

Упражнение. Автоморфизм —1 не принадлежит группе Вейля системы Е 6 . 

[ Указание . Пусть Ѳ — нетривиальный автоморфизм системы я, и пусть 5 — 
элемент группы Вейля системы я' =.{« 1 , а 2 , а 3 , а б , а б } (см. рис. 8), для которого 
5я' = —я'. Тогда — S0 есть автоморфизм системы я, оставляющий на месте 
каждый элемент из я'. Покажите, что он оставляет на месте и а 4 .] 

8.8. Представление ad(f)|^ 

Пусть д 0 — простая алгебра Ли над R и 
9о = J + V 

— ее разложение Картана. Как мы видели в § 4.5, отображение 
т: Х + (*61, К^ІР) 
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является автоморфизмом алгебры g 0 и 
[t, f] c= I [f, »] c= p, [p, p] c= f. 

Форма Киллинга В алгебры g 0 отрицательно-определенна на 
fxf, положительно-определенна на рхр, и В (f, !р) = 0. В (8.5.1) 
было показано, что представление 

ф (X) = ad X |р для X £ ! 

точно и неприводимо. 

(8.8.1) Для всякой симметричной билинейной формы S на jp, 
инвариантной относительно ф (f), существует вещественное число к, 
такое что S = 'кВ на у X р. 

Доказательство. Для фиксированного У из р отображение $ Э Z 
1 — (F, Z) линейно. Поскольку форма В невырожденна на pxp, 
существует такой элемент F' £ р, что В (Л, Z) = S (F, Z). 
Отображение s: Y t— » У', очевидно, линейно, и В (sF, Z) = S (F, Z) 
при Y, Z £ ) р. Для X £ f 4 

В ((ad X) sK, Z) = В (sY, [Z, X]) = S (Г, [Z, X]) 

- S ([X, П, Z) = В (s [X, Л, Z). 

Поэтому adXos = so ad X для всех X £ f. 

С другой стороны, легко видеть, что В (, sY , Z) = В (К, sZ). 
Поскольку В положительно-определенна на рхр, мы можем найти 
такой базис { У ъ ..., в р, что В (К /5 Y j) = 6 /у -. В этом базисе 
матрица отображения s симметрична. На основании упр. 8 § 1.2 
мы заключаем, что s = АЛ, X £ R. Q 

(Приведенное доказательство аналогично доказательству, наме¬ 
ченному в указании к упр. 5 § 1.5.) 

Комплексная структура на !р — это такой элемент J £ gl (р), 
что 

о) р = -і, 

(ii) [У, ф (!)] = 0, 

(iii) В (УК, yZ) = В (К, Z) для Y, Z £ *>. 

(8.8.2) Для всякой комплексной структуры J на у существует 
единственный элемент С центра алгебры f, такой что У = г|) (С). 

Доказательство. Покажем прежде всего, что [JY, JZ] = [Y, Z] 
для всех Y, Z из }р. Действительно, для произвольного элемента X 
из t 

В (X, (К, Z 1) = В (К, [Z, X}) = В (. JY , У [Z, X]) 

= В (УК, [JZ, X]) — В (X, [УК, yzi). 

11 М. Гото, Ф. Гроссханс 
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Далее, введем в рассмотрение некоторую алгебру Ли I. Как 
векторное пространство I = f' @ V. где I' = i|> (k) + RJ. За¬ 
метим, что f' есть подалгебра Ли в gt (р), ввиду (іі). Умножение 
в I, которое мы обозначим временно через [ , ]', определяется 
следующим образом: если 7\ и Т 2 принадлежат!', то [Т ъ Т г ]' — 
= Т г Т 2 — Т 2 Т г (это — обычное скобочное умножение в ді (р)); 
если Y lt К 2 принадлежат g, то [Y lt Y 2 Y = г); ([К ь К 2 ]); наконец, 
если Т принадлежит f, a Y принадлежит р, то [ Т , YY = — [Y, 
ТУ = TY (образ элемента Y при линейном преобразовании Т). 
Тождество Якоби 

[X, [Y, Ц'У + [К, [Z, ХУУ + IZ, [X, К]']' = 0 

следует из тождества Якоби в д 0 , если X, Y, Z £ :р или если X, 

Y £ 1Р> a Z £ я|> (f). В случае когда X, Y £ у и Z = У, оно выте¬ 

кает из равенства [УХ, JY) = [X, К], а в случае когда X £ р и 
Y, Z £ — из определения операции [ , ]'. 

Отождествим теперь д 0 с подалгеброй 'ф (!) + IP в I и обозначим 
[ , ]' через [ , ]. Предположим, что д 0 строго содержится в I. 
Так как алгебра д 0 полупроста, то всякое ее представление вполне 
приводимо (см. (3.4.4)). Поскольку д 0 имеет коразмерность 1 в I, 
существует ненулевой элемент X £ I, такой что І = д 0 + RX 
и [д 0 , X] с RX. Так как одномерное представление алгебры д 0 
должно быть нулевым, то [д 0 , X ] = 0. Следовательно, X при¬ 
надлежит центру алгебры I и X = ХУ + Y + Z, где ‘к Ф 0,' 

Y £ 5 р и Z 4 f • Но 0 = [У, X ] = [У, Y ] = УК, и потому К = 0. 
Таким образом, для любого U из 5р мы имеем 0 = [X, U] = kJU + 
+ ZU, так что У = — X _1 Z и I = g 0 . 

Итак, мы убедились в том, что У £ я|я (f). В силу (іі), У при¬ 
надлежит центру алгебры ѵ|- (f) . Поскольку представление я|) 
точно, существует только один элемент С £ {, для которого 

Т (С) = У- □ 

(8.8.3) Комплексифицированное представление г|9 с : {У —> ді (К) 
неприводимо тогда и только тогда, когда алгебра f полупроста. 

Доказательство. Пусть представление я|) с неприводимо, и пусть X 
принадлежит центру алгебры {. В силу леммы Шура (1.2.3), 
і|) с (X) = XI для некоторого X £ С. Поэтому для К, Z £ р 

0 = В (ф с (X) К, Z) + В (К, ірс (X) Z) = 2 IB (К, Z). 

Следовательно, X = 0. Поскольку алгебра f компактна, она 
полупроста. 

Обратно, пусть яр 0 приводимо. Как мы видели в § 7.8, 

*>с = К + К, КП^=0, 

где V — некоторое {-инвариантное комплексное подпространство 
в р с . Далее, представление f алгебры f в пространстве V и пред- 
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ставление/ этой алгебры в пространстве V сопряжены относительно 
отображения ѵ\—>ѵ. Согласно (7.7.1)^ существует взаимно-одно¬ 
значное полулинейное отображение пространства V на себя, 
удовлетворяющее условию 

</ 0 о / (X) = f (X) о J ± при X С f . 

Кроме того, из соответствий, установленных в §§ 7.9 и 7.10, сле¬ 
дует, что у (/) = —1, т. е. можно считать, что J х удовлетворяет 
также условию J\ = — 1. 

Зададим отображение J : р с н—> формулой 

J (ѵ -f w) = -f 

и покажем, что J порождает комплексную структуру на у. 

Прежде всего, J (ѵ + ѵ) = J ± v + J x v , так что У £ gl (р). 
Далее, Р = —1, ибо = —1. Кроме того, отображение У 
коммутирует с ф (!), поскольку этим свойством обладает J v 
Покажем, наконец, что J сохраняет форму В |^ х р. Пусть 
\У Ъ ..., Y\ n — такой базис в :р, что 

в (У і, Yj) = при і, /' = 1, я. 

Мы утверждаем, что матрица преобразования J относительно этого 
базиса (которую мы также обозначим через J) удовлетворяет 
условию 4J — 1. Действительно, в этом базисе *ф (X) + ф (X) =* 
= 0 для каждого X £ I. Из условия [/, ф (!) 1 = 0 следует, что 

^(Х)^// + Шф(Х)==0 при Х£і 

Следовательно, симметричная билинейная форма, определяемая 
преобразованием *JJ , инвариантна относительно ф (!). В силу 
(8.8.1), существует вещественное число X, такое что 4J = АЛ. 
Так как У 2 = —1, то det 4J = det У 2 = (—1)" = А/ 1 . Значит, 
А 2 " = 1 и А, = ±1. Но форма *77 положительно-определенна, 
так что А = 1. Из равенства *УУ = 1 следует (ііі). 

Поскольку р обладает комплексной структурой, алгебра'! 
не полупроста, ввиду (8.8.2). Q 

Нахождение старших весов 

А) д 0 — подалгебра внутреннего типа. Пред¬ 
положим вначале, что алгебра f не полупроста. Тогда 

(* с > фС) = (У, /) + (?, Г); 

будем искать старший вес со представления (У, /). Как мы уже 
знаем, ! содержит некоторую подалгебру Картана алгебры д 0 
и система простых корней алгебры I е изоморфна одной из систем 
II* 
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Таблица 3 


Во 

l 

(0 

АІІІ 

R Ѳ Au i 


АІІІ 

R Ѳ A t _! e A Ui 

| 

3 T 

Ѳ 

l 

tH 

3 

ВІ 

R ® Bl -1 

! 

COi 

Cl 

R Ѳ Au-l 

2o)i 

DI 

R Ѳ A t _i 

0)i 

DII 

R Ѳ 

(Oi 

Eli 

R ®D 6 

спинорное представление 

EVII 

i 

R Ѳ E 6 

COi 


л\{а;}. Отсюда следует, что —а 0 не является корнем алгебры 
f c и потому вектор старшего веса в д с — это Е_ ао . Сужая —ос 0 
на ! с , мы получаем табл. 3 (где, как обычно, (со,, ос*) = б if). 

Теперь обратимся к случаю, когда алгебра І полупроста. 
В этом случае f снова содержит некоторую подалгебру Картана 
алгебры д 0 . Далее, вектором старшего веса для неприводимого 
представления \\> с будет 


где oc L — тот корень, который нужно вычеркнуть из й, чтобы полу¬ 
чить диаграмму для f. В самом деле, поскольку вектор старшего 
веса единствен, достаточно лишь проверить, что 

[£ р , £_*<] = 0 

для каждого Р из системы простых корней алгебры !, а это легко 
следует из рассмотрения системы й и из того факта, что ни ос у - — а г -, 
ни —а 0 + oij не является корнем. 

В результате мы получаем табл. 4. 

В)д 0 — подалгебра внешнего типа. В этом слу¬ 
чае алгебра ! всегда полупроста (см. (8.6.1)) и представление ф с 
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9 

l 

(0 

ВІ 

A 0 A x e B t _2 

o)i (A^ <g> ©x (A) ® ©x (Bu % ) 

ВІ 

D[ 0 B Ui 

COi (g) ©! 

ВІ 

Di . 

0)! 

СП 

Ci ® Cut 

COi (g> ©! 

DI 

A 0 A 0 D u2 

C0 X (g) C0 X (g) <£>! 

DI 

D t © D Ui 

COi (g) (Oi 

Eli 

A 0 A 

©! (g) C 0 3 

EV 

A 7 

C0 4 

EVI 

A 1 ф Dq 

Wj (g) (спинорное 
представление) 

EVIII 

D„ 

спинорное представление 

EIX 

A-± ® E 7 

COi (g) COj 

FI 

Ѳ C 3 

COj (g) G)g 

FII 

B . t 

0) 4 

G 

Ai ® Ai 

6)4 (g) 30)4 


неприводимо. Поскольку f не содержит ни одной подалгебры Кар- 
тана алгебры д 0 , этот случай требует детальных вычислений для 
нахождения тех корней со алгебры д, для которых Е а не принадле¬ 
жит ! с (Разложения алгебр I е и р с были получены в § 8.6.) 
Результаты вычислений представлены в табл. 5. 
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Таблица 5 


9 

1 

CO 

АІ 

Bf 

2% 

АІ 

Df 

2% 

АН 

Cf 

co 2 

DI 

Bi-i 

co x 

DI 

Bi 0 Bi_i_ i 

( 0 X (g) co x 

ЕІ 

F* 

co 4 (26-мерное 
представление) 

ЕІѴ 

Q 

co 4 


Пример 1. Пусть д 0 = АІ с максимальной компактной подалгеб¬ 
рой Bf. Старший корень алгебры g — это корень —а 0 = а г + ... 
+ а 2 /, его проекция на Bf равна 

2(?х+ • * • + vf) = 2(0i. 

Далее, 

[£р, = 0 

для каждого из ! с . 

Пример 2. Пусть L = DI с максимальной компактной подал¬ 
геброй В[_ ѵ Далее, пусть 

со = а х 4~ а 2 4" ... + ос /_2 4" Ѵі- 
Проекция со на B Ul равна 

#1 4 ~ а 2 4 ' ‘ ' 4 ~ а /—2 4 “ 03 1 = 

Снова можно проверить, что 
[£р, EJ = О 
для всех из I е , 























Добавление 

ЗАМЕЧАНИЯ О ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРАХ 


1. Обзор основных понятий 

В этом параграфе мы напомним некоторые основные понятия и 
факты теории линейных операторов. Особенно важны для нас 
разложение, получаемое в (Д.1.1), и теория собственных значений 
и собственных векторов. 

Пусть У — конечномерное векторное пространство над полем 
Р. Линейное преобразование Т пространства У (или линейный 
оператор в У) — это отображение Т: У —> У, удовлетворяющее 
следующим условиям: 

1) Т (ѵ + w) = Tv + Tw для всех векторов ѵ, w £ У; 

2) T (а>) = cTv для всех векторов ѵ £ У и скаляров с £ Р. 
Пусть gl (У) — множество всех линейных преобразований 

пространства У. Покажем, что gl (У) можно наделить структурой 
ассоциативной алгебры над Р. Прежде всего, если 7\ и Т 2 при¬ 
надлежат gl (У), то мы определяем отображение 7\ + Г 2 про¬ 
странства У в себя формулой 

(П+ Т 2 ) ѵ = Т г ѵ + Т 2 ѵ 

для всех ѵ ^ У. Легко проверяется, что 7\ + Г 2 — линейное 
преобразование пространства У. Далее, если с £ Я и Г £ gl (У), 
то мы определяем отображение сТ формулой 

(сГ) ѵ = с (Тѵ) 

для всех у £ У. Снова из определения легко следует, что сТ — 
линейное преобразование пространства У. С этими операциями 
сложения и умножения на скаляр gl (У) становится векторным 
пространством над Р. Аддитивной единицей служит преобразова¬ 
ние 0, определяемое формулой 

0і> = О 


для всех ѵ £ У. (Символ 0 в правой части равенства обозначает 
нулевой вектор из У, а в левой части — нулевое линейное преобра¬ 
зование.) 

Для любых двух линейных преобразований 7\ U С gl (У) 
определим отображение Т U формулой 

TUv = Т (Uv) 
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для всех ѵ £ V. Нетрудно убедиться, что TU также является 
линейным преобразованием. Далее, выполняются следующие 
условия: 

1) S (TU) = ( ST ) U для всех S, Т, U £ оі (У); 

2) (S + Т) U = SU + TU и S (Т + U) = ST + SU для 
всех S, Т, U е gl (V); 

3) а ( ST ) = (aS) Т = 5 ( аТ) для всех а £ Р и всех S, Т 
6 gl (V). 

Ассоциативная алгебра ді (У) имеет мультипликативную единицу 
/, где Іѵ = ѵ для всех ѵ £ V. 

Зафиксируем теперь какой-нибудь базис В == про¬ 

странства У. При помощи этого базиса мы можем связать с каждым 
линейным преобразованием Т некоторую мХд-матрицу срд (Т). 
А именно предположим, что 

Те j = £ а,^. 

для каждого j = 1.«. Тогда мы определяем ф в (Т) как пхп- 

матриду, у которой на (г, /)-м месте стоит элемент а,,-, т. е. ср в (Г) 
= (а г/ ). Отображение ф в является изоморфизмом алгебры gl (V) 
на алгебру всех /гХп-матриц над Р. Поскольку последняя алгебра 
имеет размерность п 2 над Р, то же справедливо и для gl (У). 

Используя этот изоморфизм, можно ввести понятие опреде¬ 
лителя линейного преобразования Т, полагая 

det Т = det ( Фв (Т)). 

Это определение не зависит от выбора базиса. Действительно, 
если В 1 — какой-нибудь другой базис, то существует обратимая 
nXn -матрица Q, такая что ф в (Т) = Q(f>& ( Т ) Q -1 . Следовательно, 

det Фв (Т) = det (<2ф в і (Т) Q -1 ) 

= det Q det Фв , (T) (det Qf 1 = det <p* (T). 

Напомним, что det T = 0 тогда и только тогда, когда существует 
ненулевой вектор ѵ £ V, для которого Тѵ — 0. 

Пусть Р [х] — алгебра многочленов над Р. Как хорошо 
известно, Р [х] является областью (целостным кольцом) главных 
идеалов и любые два многочлена и / 2 из Р [х ] (хотя бы один из 
которых отличен от нуля) имеют наибольший общий делитель d. 
Этот многочлен d есть единственный монический 1 многочлен наи¬ 
меньшей степени вида gi/ x + g 2 f 2 , где g t — произвольные много¬ 
члены из Р [х]. Мы будем обычно писать d = (/ ь / 2 ). 


1 Моническими называют многочлены, у которых коэффициент при стар¬ 
шей степени переменной х равен 1. — Прим. ред. 
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Зафиксируем линейное преобразование Т и определим с его 
помощью некоторый гомоморфизм из Р [л: ] в gt (V). Пусть 

f = a m x m Н-+ а г х. + а 0 

— элемент из Р [х]. Положим 

ос (/) = a m T m + ... + а г Т + а 0 1 = / (Т). 

Отображение ос является гомоморфизмом. Изучим его ядро J. 

Оно содержит ненулевые многочлены. Действительно, пусть 
т — произвольное натуральное число, большее, чем п 2 = dim gt (V). 
Линейные преобразования 

Г, Г 2 , ..., Т т 

должны быть линейно-зависимы, и потому существуют скаляры 
а ъ ..., а т £ Р, хотя бы один из которых отличен от 0, удовлетво¬ 
ряющие условию 

ЯтТ т + ... + а 2 Т 2 + а х Т = 0. 


Следовательно, полагая 


f = a m x m + ... + а 2 х 2 + а х х , 


мы получим а (/) = 0. Поскольку J — ненулевой идеал в Р [х], 
существует единственный монический полином пг т из Р [х], 
такой что J = (пг т ) = (множество всех многочленов, крат¬ 
ных пг т ). 

Многочлен т т называется минимальным многочленом преобра¬ 
зования Т. Он обладает следующими свойствами: 

1) т Г — монический многочлен, и т Т (Т ) = 0; 

2) любой многочлен /, для которого / ( Т) = 0, делится на т т . 

Прежде чем сформулировать основной результат о минималь¬ 
ном многочлене линейного оператора, введем еще одно определе¬ 
ние. Подпространство W пространства V называется Т-инва¬ 
риантным, если Tw £ W для каждого w С W. В этом случае 
ограничение преобразования Т на W является линейным преобра¬ 
зованием пространства W , также обозначаемым через Т . 

(Д. 1.1) Пусть Т : V —> V — линейное преобразование с минималь¬ 
ным многочленом т т . Предположим , что т Т — т г т 2 , где (т ъ 
т 2 ) = 1. Тогда существуют подпространства и W 2 в V , удов¬ 
летворяющие следующим условиям: 

1) Wi и W 2 являются Т-инвариантными; 

2) V = W x © W 2 , т. е. V = W, + W 2 и {0} = W x П W 2 ; 

3) минимальный многочлен оператора Т в W ( равен т п і = 1,2. 



314 Добавление. Замечания о линейных операторах 


Доказательство. Определим два искомых подпространства в V 
следующим образом: 

W x = \v G V: т ѵ (Т) ѵ = 0| и W 2 = [v£V: m 2 (T)v== 01. 

Каждое из этих подпространств Г-инвариантно, поскольку для 
У С W; 

Щ. (Т) Tv = Tm, ( Т ) у = ТО = 0. 

Далее, пусть /у и / 2 — многочлены из Р [х], такие что /у» х 
+ / 2^2 = 1- Для 

v = Iv — (h (T) m x ( T ) + и (Т) m 2 (Т)) ѵ 

= Л (Г) m x (Т) ѵ + h (D пг 2 (Т)ѵ = 0, 

поскольку т і ( Т ) ѵ = 0. С другой стороны, для любого вектора ѵ 
из V мы имеем 

ѵ — Iv = fi (T) m L (Do + h (D Щ ( T) v. 

Вектор h (T ) m 1 (T) v принадлежит W 2 , так как 

m 2 (D h (D /«1 (D 0 = fi (T) m x (T) m 2 (T) v 

= / x (D m T (D и = Оу = 0. 

Аналогично / 2 ( Т ) m 2 (Г) И? х . 

Наконец, пусть g ( - — минимальный многочлен оператора Т 
в W t . Для каждого U? x имеет место равенство /п х ( Т ) и = 0, 
поэтому g x делит т 1 . Предположим, что deg g x < deg m,. Линейное 
преобразование g x (Т) т 2 ( Т ) обращается в 0 на V. Действительно, 
пусть V и ѵ = Wi + w 2 , где w, 0 W t . Тогда 

gi (D m 2 СП v = m 2 ( T ) g x (T) ш х + g x (7) m 2 (7) w 2 

= m 2 ( T) 0 -f gi (D 0 = 0. 

Таким образом, m T = делит ^m 2 , что невозможно, по¬ 

скольку 

deg m T = deg m x + deg m 2 > deg g L + deg m 2 = deg g x m 2 . 

Следовательно, g x = m x . Аналогично минимальный многочлен 
оператора Т в W 2 равен m 2 . Q 

В заключение этого обзора напомним основные понятия теории 
собственных векторов и собственных значений. Ненулевой вектор 
v£ V называется собственным вектором преобразования Т, 
если существует скаляр с£Р, такой что Тѵ = сѵ. В этом случае 
скаляр с называется собственным значением (собственным числом ) 
преобразования Т. 

Таким образом, с является собственным значением Т тогда и 
только тогда, когда существует ненулевой вектор V, для 
которого ( сі — 7) о = 0. Как было замечено выше, это эквива- 
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лентно условию det (< cl — Т) = 0. Характеристический многочлен 
/V преобразования 7 определяется формулой 

f r ( Х ) = det (хі — Т). 

Принадлежащие Р корни характеристического многочлена явля¬ 
ются собственными значениями преобразования Т. 

(Д. 1.2) Пусть Т\ V —■» V — линейное преобразование. Если 
ѵ ъ ..., ѵ п1 — собственные векторы этого преобразования , отвечаю¬ 
щие различным собственным значениям с ІУ ..., с т , то ѵ ІУ ..., ѵ т 
линейно-независимы. 

Доказательство. Допустим, что множество {ѵ ІУ ..., ѵ т \ линейно¬ 
зависимо. Среди всех соотношений линейной зависимости выберем 
какое-нибудь одно, имеющее наименьшее число ненулевых коэффи¬ 
циентов. Меняя, если надо, нумерацию, мы можем считать, что это 
соотношение имеет вид 

(*) а і Ѵ і ~Ь • • • + а г Ѵ г == 0» 

где все a L отличны от нуля. Так как все векторы v t ненулевые, то 
г > 2. Применяя преобразование Т к равенству (*), получаем 

(**) Т (а ^,+ ...+ а г ѵ г ) = а х с{о х + ... + а г с г ѵ г = 0. 

Умножим (*) на с г и вычтем из последнего равенства: 
о>2 {с** — Cj) ^2 а г ( с г — С) ^г == 0» 

Поскольку с х Ф с ъ мы получили более короткое соотношение 
линейной зависимости, чем доказательство и завершается. Q 

Пусть Т : V —> V — линейное преобразование, и пусть 

f T (х) = det (х/ — Т) = х п + а п _ х х п ~ х + ... + а х х -f а 0 . 

Теорема Гамильтона—Кэли утверждает, что f T ( Т) = 0, т. е. 
Т п + а п - іТ п 1 + .. . + а г Т + а 0 І = 0. 

Отсюда следует, что т т делит / г . Нам будет удобнее доказать 
эту теорему не для линейных преобразований, а для матриц. 
Ниже / обозначает единичную пХ/г-матрицу. 

(Д.1.3) Пусть А — матрица размера пХп с элементами из Р и 

іа И = det (хі — А) = х п + а п _ х х п ~ 1 + ... + а х х + а 0 . 

Тогда 

0 — Іа (^) — А п ~Ь 1 + • • • ~Ь а [А я 0 /- 
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Доказательство. Пусть L — произвольное поле и С — матрица 
размера пХп с элементами из L. Будем обозначать матрицу, при¬ 
соединенную к С, через adj С. Напомним, что 

С adj С = det С/. 

Применим это равенство к случаю, когда С = хі — А (а L есть 
Р (х) — поле рациональных функций над Р). Получим 

(*) (хі — А) adj (хі — А) = det (хі — А)- 1 = f A (x) I. 

Элементами матрицы adj (xl — А) служат многочлены, и мы 
можем записать 

adj (хі - А) = В 0 + В ± х + ... + В т х т , 

где B t — матрицы размера пХп с элементами из Р. В этих обозна¬ 
чениях равенство (*) принимает вид 

(хі — А) (В 0 + В х х + ... + В т х т ) = f A (х) /. 

Перепишем это следующим образом: 

-АВ 0 , + х ( В 0 - АВ ,) + ... + х т (В т+1 - АВ т ) + х т+ 'В т 

— fA (х) I — х п / -f- й п _,х п l I -|- . . . а г х! -j- а п І. 
Подставляя А вместо х, получаем 

/л 04) = А п + а п-\А п 1 + • .. + и х А -f- а 0 І 
= —АВо + А(В 0 -АВ 1 )+ ... 

+ А т (5 m _j - ЛВ т ) + А т+1 В т = 0. Q 

2. Вполне приводимые операторы 

Пара (К, 2) называется пространством с операторами , если 

V — конечномерное векторное пространство над Р, а 2 — неко¬ 
торое множество линейных преобразований пространства V. Два 
пространства с операторами ( V , 2) и (У 1 , 2 1 ) называются изоморф¬ 
ными, если существуют изоморфизм векторных пространств cp: 

V —> V 1 и взаимно-однозначное сюръективное отображение ф: 
2 —* 2 1 , такие что ф о S = ф (S) оср для каждого 2. 

Пусть ( V , 2) — пространство с операторами. Подпространство 
W пространства V называется 2 -инвариантным (или инвариант¬ 
ным относительно 2), если SW d W для любого S £ 2. В случае 
когда 0 Ф W Ф V, мы можем построить, исходя из W, два про¬ 
странства с операторами. Во-первых, всякий оператор S£2 
порождает линейное преобразование пространства W посредством 
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взятия ограничения S —> S 1^. Подпространство W вместе со 
всеми его линейными преобразованиями, полученными из элемен¬ 
тов множества 2 с помощью ограничения, обозначается через 
( W , 2 | w ). Во-вторых, каждый оператор S£2 обычным образом 
порождает линейное преобразование 5 факторпространства V/W: 

S (ѵ + W) = Sv + W. 

Это отображение определено корректно, поскольку для любого 

S (ѵ + w + W) = Sv + Sw + W - Sv+^W, 

и легко проверяется, что оно является линейным оператором 
в VI W. Пространство Ѵ /W вместе со всеми его линейными преобра¬ 
зованиями, полученными из элементов множества 2, образует 
пространство с операторами, обозначаемое через (V/W, 2). 

Пусть ( V , 2) — произвольное пространство с операторами. 
Если {0} и V — единственные 2-инвариантные подпространства 
в V, то (V, 2) (а часто и само V) называется неприводимым. В случае 
когда dim V > 1, всегда существует хотя бы одно ненулевое 
2-инвариантное подпространство Z пространства У, для которого 
(Z, 2 \ z ) неприводимо. В самом деле, мы можем взять в качестве Z 
любое ненулевое 2-инвариантное подпространство в У, имеющее 
минимальную размерность. 

Пространство с операторами (У, 2) называется вполне приводи- 
мыму если для каждого 2-инвариантного подпространства W 
в У существует 2-инвариантное подпространство W 1 , такое что 
у = w 0 W 1 . 

(Д.2.1) Пара (У, 2) вполне приводима тогда и только тогда, 
когда существует набор подпространств W і, ..., W m пространства 
У, удовлетворяющий следующим условиям: 

1) каждое W L является 2 -инвариантным и каждое 2 
неприводимо; 

2) У есть прямая сумма подпространств W x , ..., W m • 

Доказательство. Пусть пространство с операторами (У, 2) вполне 
приводимо. Обозначим через Ж класс всех 2-инвариантных 
подпространств, являющихся прямыми суммами неприводимых 
2-инвариантных подпространств. Пусть W = 0 ... 0 W n — 

какое-либо максимальное подпространство из^. Мы утверждаем, 
чтоІУ = У. В самом деле, если W Ф У, то У = W 0 W 1 , где W 1 — 
ненулевое 2-инвариантное подпространство. Пусть Z 1 — ненуле¬ 
вое 2-инвариантное неприводимое подпространство в W 1 . Тогда 
W 0 Z 1 , что противоречит максимальности W. Итак, V = W 
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£ Ж , т. е. V представимо в виде прямой суммы неприводимых 
2-инвариантных подпространств.. 

Обратно, пусть V является прямой суммой 2-инвариантных 
подпространств, скажем V = W x 0 ... 0 W m , где все {W i% Sk*) 
неприводимы. Пусть W — произвольное 2-инвариантное 
подпространство в V. Если W = У, то можно взять W 1 = 0. 
В противном случае W^V. Подпространство Wf\W t 2-инва¬ 
риантно и содержится в W L . Поэтому оно равно {0} или W t . 
Поскольку W Ф V, найдется номер /, для которого W f| W,- 
= {0}. 

Пусть / — наибольшее целое число, для которого существуют 
индексы і у , ..., i h 1 < і Л < /о < ... < it < т , такие что 

ГП(Г,. 1 +...+Г,. / )={0}. 

Положим 

= ww lt 

и покажем, что 

у = w + W 1 . 

Прежде всего, W(]W l — |0[, в силу нашего выбора подпро¬ 
странства W 1 . Далее, пусть і — какой-нибудь индекс (1 < і < т ), 
не входящий в \і ІУ ..., і х j. Ввиду максимальности / 

Wn(W ii +...+W il + W i )=£\ 0 \. 

Пусть вектор 

w = w x -j- • • • + 'w it 0 

принадлежит W y причем 
Wj . 6 W lf и w i £W r 

Тогда w t Ф 0 и потому 

W i f\(W ii + ...+r,. z + r)^{0}. 

Следовательно, 

WtcW^+W. О 

Упражнение. Пусть (V, 2) — вполне приводимое пространство с операто¬ 
рами и W — произвольное 2" инва Р иантное подпространство в V. Показать, 
что пары (W, 2Ы и (V/W, Е) вполне приводимы. 

3. Расширение основного поля 

Пусть L — некоторое поле, содержащее Р. Группа Галуа 
поля L над Р состоит из всех автоморфизмом о поля L, для которых 
а° — а при всех а£ Р (мы пишем а° вместо ста). Будем обозначать 
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эту группу через Gal(L|P). Далее, предположим, что поле L 
алгебраически замкнуто. Поле Я называется совершенным , если 
выполняется следующее условие: если а£ L и а° = а для всех 
сг£ Gal (L | Я), то а£ Р. 

Пусть теперь V — векторное пространство над Я, имеющее 
базис \е ъ ..., е п \ , и L — произвольное поле, содержащее Я. 
Тогда мы получаем векторное пространство V L над L, как было 
описано в §1.6 основного текста, и [е ъ ..., еД будет базисом про¬ 
странства Ѵ^.над L. Действие группы Gal (L | Я) на L порождает 
действие этой группы на V L следующим образом. Пусть 
сг £ Gal (L I Я) ии^ ^ L . Если 

п 

/=і 

то мы полагаем 

и а = Е “/*/• 

/=і 

Это действие не зависит от выбора базиса в V. 

(Д.3.1) Предположим , что поло L алгебраически замкнуто , а поле 
Я совершенно. Если W — такое подпространство в V L > что 

, W £W}='W 

для любого Gal (L | Я), то W f| V содержит некоторый базис 
пространства W. 

Доказательство. Прежде всего заметим, что если v£ V L , то 
ѵ° = ѵ для всех о£ Gal (L | Я) тогда и только тогда, когда v£ V. 
Действительно, пусть {о,, ..., е п ] — какой-нибудь базис в V 
и ѵ = £/= 10 / 0 /. Тогда ѵ° = о для всех Gal (L | Я) в том и только 
том случае, когда а] = а } для каждого / = 1, ..., д. Это показы¬ 
вает, что ' = о для всех а тогда и только тогда, когда все а у - 
принадлежат Я и, значит, ѵ£ Я. 

Теперь предположим, что нумерация базиса {о І9 ..., е п } выб¬ 
рана так, что |о х + №, ..., е т + W} есть базис в V L lW. Тогда 
однозначно определены элементы a jk £L, такие что 

т 

e j—1j a jk e k (mod W) 
k=\ 
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для j = т + 1, п. Далее, a k £P. В самом деле, если 
а6 Gal (L|P), то 

т т 

е, = S а ікРк (mod W) = 6/ = £ а° к е к (mod W) 

k=l k=\ 

и, значит, a]k = ajk- 

Покажем, что элементы 

// = — S й / = m + 1, .... /г, 

&=1 

образуют базис пространства W и лежат в V П W. Как мы только 
что видели, каждый элемент /у принадлежит W[)V. Далее, 
легко проверяется, что эти Элементы линейно-независимы. Если 
w — произвольный элемент из W , то 

т п 

w = S b i e i+ . Jlc { ej 

/=1 ]=т+ 1 

= S dj-e. + Zj c j ( £/ — X' a jk e k ) = + S c jf j 

/=1 /=m+l \ &=1 / /=1 j—tn+\ 

при подходящих fey, Су и dy. Следовательно, ^yLid.Cy C W и, 
в силу нашего выбора элементов ..., с т |, все dy равны 0. Это 
показывает, что элементы /у порождают И7. [] 

Пусть 2 — некоторое множество линейных преобразований 
пространства V. Каждое преобразование S £ 2 порождает линей¬ 
ное преобразование пространства V L (как описано в § 1.6), которое 
мы также будем обозначать через S. Таким образом, 2 можно 
рассматривать как множество линейных преобразований про¬ 
странства V L . 

(Д.3.2) Пусть V — векторное пространство над Р, 2 — некото¬ 
рое множество линейных преобразований этого пространства 
и L — некоторое поле , содержащее Р. 

1) Если пара ( V L y 2) вполне приводима , то и пара (К, 2) вполне 
приводима. 

2) Если поле Р совершенно и пара (К, 2) вполне приводима , то 
пара (V L f 2) тоже вполне приводима. 

Доказательство. 1) Пусть U — 2-инвариантное подпространство 
в V. Тогда U L будет 2-инвариантным подпространством в Ѵ 1 \ 
и потому существует 2-инвариантное подпространство W 1 в V 1 , 
удовлетворяющее условию V L = U L ф W 1 - 
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Пусть U 1 — какое-нибудь подпространство в У, дополнитель¬ 
ное к U, т. е. У = U ® U 1 . Обозначим через л и я 1 проекции на U 
и U 1 соответственно. Заметим, что если и t/ 1 , то 

Su 1 = я5^ г -f- n'Su 1 - 

Пусть г)} 1 : 1/ L —> U L — проекция, отвечающая разложению 
V L = U L ® W 1 . Пусть, далее, (а { ), і£/, — базис L над Р, 
выбранный так, что в число его элементов входит а іо = 1. Для 
каждого и 1 £и г однозначно определены элементы u t £ U , 
такие что 

$ 1 (и 1 ) = 

і £ / 

Определим отображение ф: U 1 —> U , полагая ф (w 1 ) = и,- Оче¬ 
видно, это отображение линейно над Р. 

Положим W = {и 1 —ф (и 1 ): и (У 1 }. В силу Р-линейности 
ф, ІУ является подпространством в У. Далее, У = U®W. Действи¬ 
тельно, если v£ U [) W, то существуют элементы и}, ..., *4 
из f/ 1 , такие что 

к 

ѵ = £ («£ — ф («*))• 

£=1 

Следовательно, ц} + ... + и\£_ U {] U 1 и, значит, и\ + ... + = О 

и ѵ = 0. Кроме того, /7 cz U + W, и если и 1 a U 1 , то 

и 1 = ф (а 1 ) + (w 1 — ф (a 1 )) G I/ + W. 

Наконец, покажем, что подпространство W 2-инвариантно. 
Пусть S£2 и и г £и 1 . Тогда из равенства ty'Su 1 = S^u 1 
следует, что 

ф 1 (л 1 ^ 1 ) = ф 1 (Su 1 — лЗц 1 ) = 5ф 1 ^ 1 — л^ц 1 , 
и потому ф (я^ц 1 ) = Зфа 1 — nSu 1 . Следовательно, 

S (и 1 — ф (и 1 )) = Su 1 — 5фц г = Su 1 — (фл 1 ^ 1 + я*^ 1 ) 

— Su 1 — nSu 1 — фл 1 ^ 1 = я^ц 1 — ф (я 1 Su х ) £W. Q 

2) Ввиду 1) достаточно показать, что пара ( Ѵ ь , 2) вполне 
приводима в случае, когда поле L алгебраически замкнуто. (Возь¬ 
мем алгебраически замкнутое поле /С, содержащее L. Если из¬ 
вестно, что пара (У к , 2) вполне приводима, то, в силу 1), и пара 
(l/ L , 2) вполне приводима.) Для этого случая мы докажем, что 
если пара (У, 2) неприводима, то пара (y L , 2) вполне приводима. 
Тогда общий случай будет следовать из (Д.2.1). 

Пусть Z — произвольное ненулевое 2-инвариантное подпро¬ 
странство в V 1 , для которого пара (Z, 2 \ z ) неприводима. Если 
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cr^Gal (L\K), то Z° — также 21 -инвариантное подпространство 
в V L . Положим 

W=%Z a , 

о 

где суммирование ведется по всем а С Gal (L | К). Тогда W 0 = W 
для всех а С Gal (L | К) и, согласно (Д.3.1), W обладает базисом, 
содержащимся в V. Так как подпространство W [}Ѵ является 
2-инвариантным, то W [\Ѵ = У и W = V L . Таким образом, 
пространство V L разлагается в прямую сумму 2-инвариантных 
неприводимых подпространств и, значит, в силу (Д.2.1), вполне 
приводимо. □ 

4. Полу простые операторы 

Прежде чем приводить основные факты о полупростых опера¬ 
торах, мы должны сформулировать и доказать теорему Тейлора. 
Пусть Р — поле. Если f£P [х] и 

f = а 0 + а ± х + ... + а п х п , 

то многочлен 

/'=«! + 2 а 2 х + ... + па п х 

называется производной многочлена f. По индукции определяются 
высшие производные: 

f {k) = (f (k “ l) Y для /е = 2 , . . . . 

Легко проверить, что так определенная операция обладает обыч¬ 
ными свойствами дифференцирования: 

1) (/ + ёУ ■= Г + ^ Для всех /, Я U1; 

2) (с/)' = cf' для всех U1; 

3) (fg)' = fg' + f'g для всех f, g£P Ixl 

Нам понадобится одно следствие утверждения 3), легко доказы¬ 
ваемое по индукции: 

4) (/“)' = nf n ~ l f для всех /£ Р [*] и /г = 1, 2, .... 

Замечание. Предположим, что f — неприводимый многочлен из 
Р kl. В каком случае наибольший общий делитель многочленов f 
и /', обозначаемый через (/, /'), равен 1? По предположению дели¬ 
телями / могут быть только скаляры и многочлены вида cf . Следо¬ 
вательно, если f' Ф 0, то (/, /') = !. Это всегда так, если Р имеет 
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характеристику 0. Однако если char Р = р > 0, то /' может быть 
равен 0 и тогда (/, /') = /. В теории Галуа доказывается, что 
если поле Р совершенно, то (/, /') всегда равняется 1. 

Формула Тейлора. Пусть / — многочлен над Р их, у — перемен¬ 
ные над Р. Тогда 

/(* + </) =/о (*) + /і (х)-у+ ■ ■ . +f n (x)y n , 

где 

/>! / д ,(.ѵ) = /<*> (л-) 
для k = 0, п. 

Доказательство. Простое возведение в степень и приведение подоб¬ 
ных членов в f (х + у) показывают, что существуют многочлены 
/о (*), (*), такие что 

f(x + y)= t fo(x) + f l (x)y+ ... +fn(x)y n . 

Последовательно дифференцируя это равенство по у и применяя 
правило (4), получаем 

? (х + у) = /, (Х) + 2/ 2 (х) (/+... + nf n (у) у п -\ 


/ ( J (х + у) = №fk (х) • • • + п (п — 1 ) ■ ■ Лп — k-\- 1 )fn(x)y n k . 

Поскольку х и у — переменные, мы можем заменить в каждом из 
написанных выше равенств у на 0. Это дает искомую формулу, сз 
Пусть, каю обычно, V — конечномерное векторное простран¬ 
ство над Р. Линейное преобразование S: V —> V называется полу- 
простым, если пара (У, {5}) вполне приводима. 

(Д.4.1) Пусть Р — совершенное поле , L — алгебраически замкну¬ 
тое поле , содержащее Р, V — конечномерное векторное простран¬ 
ство над Р и S: V —* V — линейное преобразование. 

1) Преобразование S полупросто тогда и только тогда , когда V L 
обладает базисом , состоящим из собственных векторов этого 
преобразования. 

2) Если f£P [х] и S полупросто , то f (S) полупросто. 

3) Если S и Т — полупростые линейные преобразования в У, 
такие что ST — TS, то S — Т полу просто. 

Доказательство. Согласно (Д.3.2), 5 полупросто тогда и только 
тогда, когда пара ( V L , {S}) вполне приводима. Поскольку L 
алгебраически замкнуто, единственными S -неприводимыми под¬ 
пространствами в y L служат |0| и одномерные подпространства, 
порожденные собственными векторами преобразования S. Поэтому 
утверждение 1) следует из (Д.2.1). 
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Чтобы доказать утверждение 2), возьмем базис \е ІУ ..., е п \ 
в V L , такой что Se L = с і е 1 при подходящих c t С L. Тогда / (S) e t 
= / (с £ ) e t и, значит, /(5) полупросто, в силу 1). 

Далее, пусть c ly ... y c k — различные собственные значения 
оператора 5. Положим 

Ѵ { = {v£V l : 8о = ср) для і=\. . .., k. 

Пространства Ѵ ъ ..., V k инвариантны относительно Т. В самом 
деле, если ѵ£ Ѵ ІУ то 

STv = TSv — Т (c t v) = c t Tv. 

Поскольку оператор Т полупрост в У, он полупрост и в Ѵ ь (согласно 
упражнению к § 2). В силу 1), существует базис \w ly ...,w r \ 
пространства Ѵ ІУ удовлетворяющий условиям 

Swj^CiWj, Twj = djWj. □ 

(Д.4.2) Пусть поле Р совершенно. Для того чтобы линейное пре¬ 
образование 5: V —» V было полу простым у необходимо и достаточно у 
чтобы существовал многочлен f£P [х ], удовлетворяющий усло¬ 
виям (/, /') = 1 и f (S) = 0. 

Доказательство. Пусть S полупросто. Если V имеет размерность 
Пу то преобразования 1, S, ..., S n2 линейно-зависимы над Р. 
Следовательно, существует ненулевой многочлен F£P [х] у для 
которого F (S) — 0. Пусть 

F = cF{ і. . .F e r r, 

где (F iy Fj) = 1 для і ф.'] у — разложение F на неприводимые 
многочлены в Р [х]. Положим f = F L ... F r и обозначим через е 
наименьшее общее кратное чисел е ъ ..., е г . Тогда f делится на F 

и потому / (S) e = 0. В то же время преобразование / (S) полу¬ 
просто, и равенство / (S)* = 0 показывает, что все собственные 
значения этого преобразования равны 0. Следовательно, f (5) = 0. 
Далее, (/, /') = 1, поскольку (F iy F r t ) = 1 и 

r = F[F 2 ...F r +...+F 1 ...F t _ 1 Fr. 

Обратное, предположим, что существует многочлен Р [х] у 
удовлетворяющий условиям (/, /') = 1 и / (5) = 0. Пусть L — 
алгебраически замкнутое поле, содержащее К. Тогда f можно 
рассматривать как многочлен из L [х] у для которого f (S) = 0. 
Далее, (/, /') = 1 в L [л;],.так как существуют многочлены g , h 
из Р [х] с= L [х], удовлетворяющие условию gf + hf = 1. Со- 
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гласно (Д.3.2), нам достаточно доказать, что S является полу- 
простым оператором в V L . 

Так как поле L алгебраически замкнуто, то 

f(x) = c(x — a 1 ). . .(х — а к ), 

где с, а ъ a k £L (причем каждый корень имеет кратность 1, 
ибо (/, /') = 1). Положим 

/, (х) = {х- а,) -1 / (х) 

для і =. 1, ..., k. Так как наибольший общий делитель многочле¬ 
нов Д, ..., f k равен 1 , то существуют многочлены g l9 . .., g k из 
L [х], такие что gj ± + ... + g k fk = 1. 

Определим подпространства U l9 ..., U k в V L формулой 

Ui = [v £ V L : Su = ар) 

и покажем, что V есть прямая сумма этих подпространств (отсюда 
будет следовать, согласно (Д.4.1), что 5 полупросто). Прежде 
всего, для ѵ£ V L имеем 

ѵ = 8і (5) /і (5) ѵ + ... + 8k (S) fk (S) v - 

Ho fi (S) v£ U i9 поскольку 

(S — a t ) f t (S) v = f (S) и = 0- v = 0. 

Тот факт, что V есть прямая сумма U h следует теперь из линейной 
независимости собственных векторов с попарно различными 
собственными числами. О 

Упражнение. Пусть поле Р совершенно. Показать, что линейное преобразова¬ 
ние S: V -* V полупросто тогда и только тогда, когда (/я 5 , т^) = 1. 

5. Разложение Жордана 

Пусть V — конечномерное векторное пространство над Р. 
Линейное преобразование N: V —» V называется нильпотентныя, 
если существует натуральное число е > 1, такое что N e = 0. 

(Д.5.1) Если N нильпотентно и полу просто, то N = 0. 

Доказательство. Пусть е — наименьшее натуральное число, для 
которого N e = 0. Если е — 1, то все доказано. В противном случае 
е > 2 и N e ~ l Ф 0, поэтому существует вектор v Q £ V, для которого 
ЛГЧ Ф 0. Положим 

W = {v£V: Nv = 0\. 
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Как мы только что видели, N e ~ l v 0 £ W, так что W Ф 0. По¬ 
скольку N полупросто, существует Л/’-инвариантное подпростран¬ 
ство W 1 в V , такое что V = W 0 W 1 . Далее, так как е > 2, то 
W ^ V и W 1 Ф { 0}. Точно такое же рассуждение, как и выше, 
показывает, что существует ненулевой вектор ѵ г £ W \ для кото¬ 
рого Nvi = 0. Значит, W[\W l . Полученное противоречие 
завершает доказательство. [] 

(Д.5.2) Пусть Р — совершенное поле , V — конечномерное векторное 
пространство над Р и Т: V —* V — линейное преобразование. 
Существуют такие линейные преобразования S и N пространства 
V, что 

1) Т = S + N; 

2) SN = NS ; 

3) 5 полупроспіОу а N нильпотентно; 

4) S и N — многочлены от Т. 

Пара (5, N ), удовлетворяющая этим условиям , единственна. 

Доказательство. Точно так же, как и при доказательстве утверж¬ 
дения (Д.4.2), можно найти многочлен / £ Р [х], для которого 
(/, /') = 1 и f (Т) е = 0. Пусть h и h x — такие многочлены из 
Р [х], что /'Л + /Л] =■ 1. Тогда f'h = 1 (mod/). 

Используя эти многочлены, определим гомоморфизм а: Р[х] 
—» Р [х] формулами а (х) = х— / (х) /і(х) и а (р(х)) = р (а (х)) 
в общем случае. При помощи формулы Тейлора получаем 

а (/) = / (х — f (х) h (х)) = / (х) — /' (х) / (х) h (х) (mod f 2 h 2 ) 
= / (х) (1 — Г (х) h (х)) (mod / 2 /і 2 ) 

= / (х) / (х) /г, (х) (mod f 2 h 2 ) = 0 (mod / 2 ). 

По индукции легко доказывается, что 
(*) а т (/) = 0 (mod / 2 "’). 

Пусть т — натуральное число, выбранное так, что 2 т > е. 
Из (*) следует, что а т (/) = 0 (mod f e ). Определим линейное пре- 
образование 5 формулой 

5 - а™ (х) (Г). 

Тогда 

/ (S) =7 (<* т (*) (Л) = (а-/) (х) (Г) = 0, 

поскольку а т / делится на f и / (Т) с = 0. Линейное преобразова¬ 
ние 5 является многочленом от Т по построению и полупросто 
в силу (Д.4.2). 
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Пусть N = Т — S. Заметим, что 
а (х) = х — / (х) h (*) = л' (mod /) 

и потому 

а к (х) == л: (mod /). 

Следовательно, 

N* = (Г - S) e = (лг — а" г (х)) с Т = О, 

поскольку л; — а т (л:) делится на / и / (Г) е = 0. Таким образом, 
оператор УѴ нильпотентен, и очевидно, что он является многочле¬ 
ном от Т. 

Наконец, допустим, что Т = S + N = S l - f- УѴ 1 , где опера¬ 
торы 5 1 и УѴ 1 суть многочлены от 7\ причем S 1 полупрост, а УѴ 1 
нильпотентен. Оператор S 1 коммутирует с 5, ибо оба эти оператора 

— многочлены от Т. Следовательно, оператор S — S 1 полупрост, 
в силу (Д.4.1). По той же причине N коммутирует с УѴ 1 . Если N e = 0 
И (N 1 ) 6 ' = 0, то (N — ІѴ 1 ) е+<г1+1 = о. Поэтому S — S l = N 1 — N, 
так что оператор S — S 1 полупрост и нильпотентен. Согласно 
(Д,5.1), 5 = S 1 . Следовательно, N — N 1 . Q 

6 Теорема Жордана— Гельдера 

Пусть (1/, 2) — пространство с операторами. Последователь¬ 
ность 2-инвариантных подпространств 

... cW r = V 

называется %-рядом в V. Про такой ряд говорят, что он имеет 
длину г. 

2-ряд 

{0} = E 0 <=...c=E s = E 

называется уплотнением ряда 
\0\ = W 0 cz ... cW r = V 9 

если каждое подпространство W t совпадает с одним из V г 
Пусть 

{0} = № о с... c:W r = V 

— некоторый 2-ряд в V. Поскольку каждое W t 2-инвариантно, 
имеется естественное действие 2 на WJW Пространство 
W t lWu ѵ вместе с этим действием множества 2 есть пространство 
с операторами, обозначаемое через ( Wi/Wi_ v 2) и называемое 
фактором данного ряда, 
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Наконец, ряд 

\0\ = w 0 d ... dW r = V 

называется композиционным 2-рядом в У, если каждый фактор 
WilWi_ г является ненулевым и неприводимым. 

(Д.6.1) Пусть W lf W 2 , Уі и Ѵ 2 суть 2-инвариантные подпро¬ 
странства в У, такие что W 2 cz и V 2 cz Ѵ ѵ Тогда 

(^2 + (^ 1 п^мг 2 + (г 1 пѵ 2 )) 

как 2 -модули. 

Доказательство. Каноническое отображение 

(ГхП Ѵі) -> (W 2 + (ГхП Ѵі))/(Г 2 + (ГхП ѵ 2 )) 

сюръективно и имеет ядро 

Кг = (Г 1 ПѴ 1 )П(Г 2 + (ГхП^)). 

Аналогично каноническое отображение 

О^іП У г) - (Ѵ 2 + (КхП W(V, + (Ѵг П Г 2 )) 
есть сюръективное отображение с ядром 

К 2 = (Г 1 ПѴ 1 )П(У а + (ѴхП^)). 

Нам достаточно показать, что Кг = К 2 . Пусть w £ Кг, скажем 
w = w L + w 2 , 

где w£Wi П V lt Шх 6 Wi П У 2 и ш 2 £ 1У 2 . Тогда ш — Шх£ Ѵ г и пото¬ 
му w — w t = w 2 £ Ух П Уг Следовательно, w£ /С 2 . Аналогично 
доказывается, что К 2 с /Сі- □ 

(Д.6.2) (Уточнение теоремы О. Шрайера) Любые два 1,-ряда в (У, 
2) обладают уплотнениями равной длины, такими что факторы 
этих уплотнений попарно изоморфны. 

Доказательство. Пусть 

101 = Г„ с W x а . .. с W r = У 

и 

10} = У„сУ 1 с: ...сгУ 8 = У 
— два 2-ряда в (У, 2). Положим 
Wii = Wj_ t (W t П Vj) 
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V„ = V hl + (У/ПЮ- 

Wis = W і-х + (W, п ѵ.) = + (W, п V) = w, 


W io =W i _ 1 + (W i n\ 0 \) = W t _ l . 

Таким образом, мы имеем последовательность 2-инвариантных 
подпространств 

W t _ t = W io cz ...a W is = W t . 

Аналогично имеем 

К ,, 1 = У,сК / 1 с...сѴ, = У, 

Включение этих членов в исходные последовательности дает два 
уплотнения длины rs, и 

Ѵін-ѴѴі 

в силу (Д.6.1). О 

(Д.6.3) (Теорема Жордана—Гёльдера) Пусть (Г, 2) — простран¬ 
ство с операторами. Любые два композиционных 2-ряда в V имеют 
одинаковую длину и попарно изоморфные факторы. 
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